7. Enumérations dans 'ordre alphabétique

Prenons un dictionnaire. Comment savoir si un n@tireuve avant ou apres un autre ? On
commence par comparer la premiére lettre de cesrdets. Si elles sont différentes, on sait comment
classer les deux mots. Si elles sont identiquesoompare la deuxieme lettre des deux mots. Si elles
sont différentes, on sait quel est le mot placéadelautre. On continue ainsi tant que les deutsmo
ont un bloc initial identique, jusqu’a ce que I'tbuve deux lettres différentes. Par exemple prenon
les deux mots 0011001 et 00111011 fabriqués a partir des deux lettres (ou clgff@et 1. Nous
avons souligné leur bloc initial identique, lesrmi@res lettres différentes étant O pour I'un etodirp
l'autre, ce qui permet d'affirmer que le premiertrest avant le deuxieme (puisque O est avant 1, ou
encore 0 < 1). C'est ce procédé classique qui itoede fondement de I'algorithme d’énumération
qgue nous allons développer. Avec cette particélarinous allons nous-mémes fabriquer le
dictionnaire des mots concernés.

1. Premier exemple : Ecriture de nombres en binaire

Imaginons que l'on veuille énumérer tous les noml@erits en binaire (avec des 0 et des 1) et
ayantN chiffres, soit une longuetN, N étant donné. Pol = 4 par exemple, cela donne :

0000, 0001, 0010, 0011, 0100, O101, O110, O110p1@001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110,
1111,

En valeur, ces nombres sont dans l'ordre croissésitsont aussi dans l'ordre alphabétique
lorsqu’on les traite comme des mots. Cela éviteamatent de répéter deux fois le méme mot. Le
probleme est de trouver la regle permettant deepafan mot au suivant, en évitant d'oublier des
mots situés entre les deux. Par exemple on sai@ififeest avant A0, mais si I'on passe directement
de I'un a l'autre, on oublie le mot 0101. Pour éwrites oublis, on cherche a garder un bloc fixgus
long possible pour passer d’'un mot au suivanteRample si I'on part de 000on peut garder le bloc
fixe 010 la premiere lettre qui change est juste aprésst © qui va étre transformé en 1. On passe
ainsi de 010 a 014, et il N’y a aucun mot perdu entre les deux.

2. Principe de I'énumérationde mots dans 'ordre alphabétique

Lorsque I'on doit construire un ensemble de motsya les écrire les uns aprés les autres dans
I'ordre alphabétique (ou encore ordre lexicograpg)gOn commence par fabriquer le premier mot, le
plus petit dans l'ordre alphabétique. Il s’agit @tes de trouver la régle du jeu qui permet de passe
d’'un mot au suivant dans l'ordre alphabétique. iEnfin définit le test d’arrét qui marque la fin de
I'énumération.

Comment avoir la régle du jeu permettant de padser mot a son successeur dans l'ordre
alphabétiqgue ? Dans le mot concerné, on cherchardelgun début du mot (un facteur gauche)
inchangé, qui soit le plus long possible, de fagone pas perdre des mots intermédiaires lors du
passage d’'un mot au suivant. Derriére ce débutimgdh vient la premiére lettre que I'on doit changer
en la remplagant par une lettre plus grande, ptésigement la plus petite possible parmi les plus
grandes lettres possibles. Cette lettre qui jouedla clé, nous I'appelons pivot. Enfin a droite d
cette lettre pivot, on met le reste du mot de fag@il soit le plus petit possible.

La méthode de passage se résume ainsi :



[bloc fixe le plus long possible [ pivot] partie restante |
le pivot augmente,
le moins possible

| bloc fixe . | -|panie résiduellel
mise dans ['ordre alphalbétique

Nous allons appliquer cela pour notre exemple desbnes en binaire.

3. Programme d’énumération des nombres en binaireallongueurN

Ces nombres vont étre successivement placés damabléaua[N] indexé de 0 aN-1, N étant
donné. Au départ, on met uniguement des 0 darabieall, ce qui donne le premier nombre. Puis une
boucle répétitive permet de passer d’'un nombrauaaist. Quelle est la regle de passage? Le pivot ne
peut étre qu’un 0O, et c’est celui qui est le phis Ipossible. Il suffit donc de chercher le prenieq
partir de la droite. C’est lui le pivot. A sa gaecteste le bloc invariant le plus long possible.v@n
changer le pivot de 0 en 1. Puis tous les chiffigs lui sont mis a 0. Par exemple quel est lequiot
suit 001D111 ? Il s’agit de 001DOO, ou nous avons fait ressortir la lettre pila. processus de
passage d’'un mot au suivant est arrété lorsquevt# pst en position -1. Par exemple lorsque le
dernier mot 11111 est obtenu, on va de droite &tga@d la recherche du premier 0, mais on n’en
trouve pas, on bloque alors le mouvement lorsque &tteint la position -1 : on est sorti du tableau
sans trouver de pivot, et c’est fini.

D’ou le programme:
mettre a[N] a 0

for(; ;) { afficher le tableawa[]
i =N-1; while(i >= 0 && a[i] = =1)i- - ; /* recherche de la position du pivtit

if (i= = -1) break; /* ést la position de la lettre pivat/
afil=1; for(j=i+1; j<N; j++) a[j]8;
}
Remarques:

e on a utilisé une boucler(;;) infinie, mais on la bloque par Umeaklorsque le dernier mot a
été affiche.

» dans la bouclevhile de recherche du pivot on doit ajouter la contesiirt= 0 pour empécher
que la position dans le tablead[i] ne tombe en-dessous de 0, ce qui provoqueraietneer fatale.
Ainsi, lorsque I'on obtient le dernier mot qui esfiché, la bouclewvhile s’arréte lorsque prend la
valeur -1.

4. Enumération des permutations déN objets

Une permutation d&l objets est une certaine facon de les mettre damemain ordre. Pour nous
les objets vont étre les nombres entiers pris ehteéN-1. Par exemple une permutation des cing
objets 0, 1, 2, 3, 4 est 24103. Prenons mainteoates les permutations de trois objets, écrites da
I'ordre alphabétique (0<1<2) : 012, 021, 102, 12m,, 210.

Combien existe-t-il de permutations teobjets ? Pour cela, on commence par choisir ltobje
placer en premier, ce qui fait possibilités. A chaque fois que I'on a choisi kerier, on aN-1
possibilités pour le choix du deuxiéme. Puis a deaigis, on dN-2 cas pour le troisiéme, etc. D'ou
N.(N-1).(N-2).... 3.2.1=N! permutations. Le nombre de permutationdNdmbjets esN!.

Pour nous, le probléme essentiel n'est pas deokepter, mais de les énumeérer, c'est-a-dire de les
obtenir toutes grace a un procédé répétitif deguesde I'une a la suivante. Pour cela nous alless |



écrire dans l'ordre alphabétique. Prenons un exengdlui des permutations de 8 lettres 1,2,3,...,8.
Considérons la permutation 48657321, et cherchelhs gui va lui succéder. Le bloc gauche le plus
long qui n'a pas a changer est 486. Par contrersprenait 4865, il faudrait changer la lettrevsuite

7 en une lettre supérieure, et il faudrait prerodiée-ci a sa droite (car a gauche cela reste imgdja

or il n’en existe pas. De méme avec les blocs gesienhcore plus longs. Avec le bloc inchangé 486, la
lettre pivot est le 5. On va la remplacer par witd supérieure, la plus petite possible, et situéa
droite. C'est le 7. Les lettres restantes sont&@4i que le 5 qui était la lettre pivot, on lesitédans
I'ordre croissant pour avoir le mot le plus petitspible: 1235. Finalement la permutation qui ssiit e
48671235.

Considérons les permutations dé®léments notés 0, 1, 2, .N;1. La premiere permutation est
justement 0,1,2,.N-1 que I'on met dans un tableal). Pour passer d’'une permutation a la suivante,
on cherche I'élément pivot, laissant a sa gauchbloamfixe le plus long possible. Pour cela, ont par
de la droite et I'on va vers la gauche, a la redtiedu premier élément qui a un nombre plus grand
gue lui a sa droite. Autrement dit, on va de draigauche tant que ¢ca monte, en attendant la preemié
descente, car tant qu'’il se produit des montéasy i pas de lettre qui puisse étre remplacéaipar
autre plus grande située a sa droite. C’'est &dmigre descente que se trouve le pivot. Le nombire g
va remplacer le pivot est le plus petit des nombitegs a sa droite, et supérieur a lui. Pour éolt
il suffit d'aller de droite a gauche, ou les nontbsent dans le sens croissant, en attendant d’evoir
premier nombre supérieur au pivot. On procéde a@diféchange entre le pivot et ce nombre. Aprés
cela, la partie droite est encore dans le senssaoi de droite & gauche. Il suffit de la mettrerdvers
pour avoir le plus petit mot dans l'ordre alphatpéd. Par exemple, poid = 10, prenons la
permutation: 6 08259 7 4 3 1. On procede colmatigué :

™

6082597431 - 6082795431~ 6082713459 quiestla permutation
suivante.

Programme :

On se donne N, pour avoir toutes les permutati@saléments dea N-1
for(i=0 ; i<N ;i++) a[i]=i ; /* la premiére permutation */
for(;;)

{ afficher le tableau a[] ou se trouve chaque peration

/* Recherche du pivot de droite a gauche. Notons ques da bouclewhile on doit fairei>0, pour
empécher que l'indicel dansali-1] ne devienne négatif, ce qui provoquerait une erfatale. Par la méme
occasion, lorsque I'on obtenu la derniére permigtaiavec toutes ses lettres dans I'ordre décroigdarboucle
while s’arréte pour la premiére fois avecqui prend la valeu, la position du pivot devientl-et I'on arréte
alors la boucldor( ;;) par unbreak*/

i=N-1; while (i>0 && a[i]<a[i-1]) i--; pspivot=i-1; if (pospivot = =-1) break ;

[* Recherche de I'élément qui va remplacer le pivot
i=N-1; while (a[i]l<a[pospivot]) i- - ; posregplacant= i;

[* Echange des éléments pivot et son remplatjant
aux=a[pospivot] ; a[pospivot]=a[posremplacar]posremplacant]=aux ;

/* Mise a I'envers de la partie droite
gauche=pospivot+1 ; droite=N-1 ;
while(gauche<droite) { aux=a[gauche] ; a[gajshfdroite] ; a[droite]=aux ;
gauche++qite-- ;}
}

Remarquons que dans ce programme, toutes les @ionst sont placées a tour de role dans le
méme tableawd]]. Méme s’il y a des milliards de milliards de pertations, elles seront toutes



affichées sur I'écran. Signalons que 20 !, nomler@ermutations de 20 objets, est de I'ordre de deux
milliards de milliards.

5. Enumération des combinaisons dB objets pris parmi N

A partir d'un ensemble dN objets numérotés de ONl, on en prendP parmi cesN, sans tenir
compte de 'ordre dans lequel on les prend. Oreabtie que I'on appelle une « combinaison ¥ de
objets pris parmN. Par exemple 3,5,8 est une combinaison de thyetopris parmi 10 si 'on veut,
et c’est la méme que 5,8,3 ou 8,5,3. Parmi towedgdcons d’'écrire cette combinaison, on a le droit
- et on a intérét - de choisir celle qui paraiplas simple, 3,5,8, ou les hombres sont dans kordr
croissant. Parmi tous les mots qui représentenmérae combinaison, cela revient aussi a prendre le
mot le plus petit dans I'ordre alphabétique.

Ce que nous voulons, c’est énumeérer toutes les inambns deéP objets parmN, en profitant de
I'écriture de chacune avec ses lettres mises damdrd alphabétique croissant. Par exemple les
combinaisons de 2 objets parmi 4 sont 01, 0212313, 23. Cela peut étre vu autrement. Prendre 2
objets parmi 4 objets placés dans des cases, eatadire si I'on préfere mettre deux cases a 0, et
laisser les autres a 1. Par exemple, pour la caiguon 13, on met les cases 1 et 3 a 0, et les deux
autres a 1, ce qui donne 1010. Ainsi les combimgigwécédentes peuvent s’écrire 0011, 0101, 0110,
1001, 1010, 1100. On obtient ainsi les mots deudengN, écrits en binaire, avec la présencePde
Z€ros.

Le premier mot est 00..011..1, forméRieéros suivis d&l-P uns. Il reste a déterminer la régle de
passage d'un mot au suivant. Le pivot est le prethéepartir de la droite que I'on peut transformer
1. Cela sous-entend que ce 0 a un 1 au moins g#a. Ce 0 ne peut pas étre suivi d’autres 0 avant
de tomber sur le 1, car sinon on aurait choisidenigér de ces 0 comme pivot. Ainsi, il suffit de
chercher le premier bloc 01 a partir de la drd@e. va le transformer en 10. Tout ce qui est a sa
gauche reste fixe. Dans ce qui est a sa droit@y ik aucun bloc 01. Cela signifie que cette partie
droite est formée d’un bloc de 1 suivi d’'un bloc@éd'un de ces blocs pouvant étre vide. Il suffit
mettre a I'envers cette partie droite pour avoplles petit mot dans I'ordre alphabétique. Par gotem
la combinaison_0@111100 est suivie de 0@00011. Le processus de passage d’'une combinaison a |
suivante se termine lorsque le pivot que I'on teast en position -1.

D’ou le programme:

for(i=0; i<N-P;i++) a[N-1-i]=1; /* on place les 1 ... lafin, le reste étant déja &/
compteurc=1; /tette variable va compter le nombre des combinaison
afficher la premiére combinaison
for(;;)
{ _
compteurc++; i =N-1,
while (a[i]'=1 || a[i-1]!=0 && i>0) i --;
pospivot = i-1; if (pospivot==-1) break; a[pospivot]=1; a[pospivot+1]=0;
gauche=pospivot+2; droite=N-1 ;
while(gauche<droite) { aux=a[g] ; a[g]=a[d] BFaux ; g++; d--;}
afficher la combinaison [* parcourir le taddua]], et sia[i] vaut 0 afficher */
}
}

6. Exercice complémentaire

Enumérer les mots de longueur N & base de trdie#e0, 1, 2 (cela pourrait aussi bien étre a, b,
c), tels que deux lettres successives de ces matznh jamais identiques.

Ces mots sont, dans l'ordre alphabétique :
pourN=1:0, 1, 2.



pourN=2 : 01, 02, 10, 12, 20, 21.

PourN=3: 010, 012, 020, 021, 101, 102, 120, 121, 202, 210, 212.

PourN=4: 0101 01, 012Q 0121, 0201 02, 0210 0212, 10101012, 1020 1@1, 1201 12,
121Q 1212, 2010, etc. (on a souligné le pivot, qui seilesé dans ce qui suit).

a) A partir d'un mot de longueur K, combien y a-t-#¢ dhots de longueur K+1 obtenus en
rajoutant une lettre a la fin. En déduire la forrawqui donne le nombre de mots de longueur N.

Derriere la derniere lettre d'un mot de longu€upn a le choix entre deux lettres pour former un
mot de longueuK+1. Le nombre de mots double lors de ce passadlenSippelleu(K) le nombre de
mots de longueuk, on a la relation de récurreng@+1) = 2u(K) avec au dépatri(1) = 3, d'ou

u(N) = 3. 2%

b) Le pivot est la lettre la plus loin possible, derg un bloc fixe, qui doit changer pour passer
au mot suivant. Indiguer comment obtenir le pieotpartant de la droite.

Le pivot ne peut pas étre le chiffre 2. Il peue&oit le chiffre 0, soit le chiffre 1 pourvu que t
soit précédé d'un 0 car s'il était précédé de Regpourrait pas faire passer le pivot a 2.

c) Par quelle lettre doit-on remplacer le pivot ?

Si le pivot est 0, et que devant lui se trouve pihfZasse a 1, et si devant lui se trouve un faslse
a 2. Sile pivot est 1 (il est alors précédé diggsse a 2.

d) Quel est le premier mot de longueur N donnée ?
Il s'agit du mot 0101....
e) Faire le programme qui donne tous les mots de lengiN.

On fabrique le premier mot, que I'on place dansal@leau a[N] ol vont se trouver a tour de role tdas
mots.

for(i=0;i<N;i++) if (1%2==0) a[i]=0; else a[i]=1;

compteur=0; chaque mot est numéroté par cette variable compteur

Puis on fait la grande boucle du programme qui petrde passer d'un mot au suivant.

for(;;)

affichage du mot
compteur++; printf("\n%d: ",compteur); forQz=i<N;i++) printf("%d ",a[i]);
/* Recherche de la position du pivot & partirldedroite*/
i=N-1; while(i>=1 && a[i]==2 || (a[i]= =1 && &i-1]==2)) i - -;
pospivot=i;
/* Si la position du pivot tombe a 0, et que larkeen position 0 est un 2, on a obtenu le
dernier mot, et la boucle est arrétée */
if (pospivot==0 && a[i]==2) break;
I* On augmente le pivot, en distinguant plusiezas, notamment celui ou la position du
pivot est tombée a 0 */
if (pospivot==0) a[pospivot]++;
else if (a[pospivot]==0 && a[pospivot-1]==1) ajppivot]=2;
else if (a[pospivot]==0 && a[pospivot-1]==2) a[ppivot]=1;
else if (a[pospivot]==1) a[pospivot]=2;
[* Derriére le pivot, on place une alternance detGe 1*/
k=0; for(i=pospivot+1;i<N;i++) {a[i]=k%2; k++; }
}



Autre méthode, utilisant des listes chainées, aweli de tableaux

La succession des mots de longueur donnés va lairéepdans une liste circulaire doublement
chainée, chaque cellule contenant un mot. On comenear la liste des mots de longuked, puis &
partir de la on fabrique la liste des mots de leugl=2, et ainsi de suite jusqu'a la liste finale des
mots de longueuN. Chaque cellule contient un mot, placé dans uteaala[N] dont on n'utilise
gu'une partie de longuelr (de la case 0 a la cakel) a chaque étape. Cela donne I'évolution
suivante :

L=1 L=2
PCIRN
N
0]
20|\ 1o

12]

~|1Z].~

[

(

—

On constate que pour passer d'une étape a la sjivan mot est remplacé par deux mots, une
cellule est remplacée par deux cellules. Pour defmudra modifier le contenu d'une cellule, en
ajoutant la derniére lettre (distinguer plusieuas)c et insérer une nouvelle cellule apres elle, en
reprenant le contenu de la précédente jusqu'aent&ire case, et en ajoutant une lettre. On enitdédu
le programme complet, construit morceau par morceau

struct mot { int a[N]; struct mot * s; struct mop; };

main()

{

L=1; /*embryon de la liste, avec trois cellules pour tesstmots de longueut */
debut = (struct mot *) (malloc(sizeof(struct mot)))

celll = (struct mot *)(malloc( sizeof (struct magt))

cell2 = (struct mot *)(malloc( sizeof (struct magt))

debut->a[0]=0; debut->s=cell1; debut->p=cell2;

celll->a[0]=1; celll->s=cell2; celll->p=debut;

cell2->a[0]=2; cell2->s=debut; cell2->p=cell1;

for(L=2; L<=N; L++) /* boucle des étapes, pour chaque longueur des riiots
{
ptr=debut; /% chaque fois, on fait le tour de la liste en agmitdes celluled/
do
{
ptra=ptr->s;
newcell= (struct mot *)(malloc( sizeof (strunbt)));
for(i=0;i<L-1;i++) newcell->a[i]=ptr->ali];
if (ptr->a[L-2]==0) { ptr->a[L-1]=1; newcell-a[L-1]=2; }
else if (ptr->a[L-2]==1) { ptr->a[L-1]=0; newde>a[L-1]=2; }
else if (ptr->a[L-2]==2) { ptr->a[L-1]=0; newdle>a[L-1]=1;}
newcell->s=ptra; newcell->p=ptr; ptr->s=newgaha->p=newcell;
ptr=ptra;

}
while (ptrl=debut);

pptr=debut; n=0;

do { n++; printf("\n%d: ",n); for(i=0;i<L;i++) pintf ("%d ",pptr->a[i]); pptr=pptr->s; }
while (pptrl=debut);

getchar();

}



