lll. Automates cellulaires.
Simulation de phénomenes naturels

Les récurrences correspondent & des phénomenesnsiétpu Elles illustrent I'évolution d’'une
situation globale, par exemple celle d’'une popatatiUne autre facon de voir consiste a prendre en
compte les interactions localisées de cette mdkitd’'individus, chacun étant influencé par son
environnement. A chaque étape de temps, tous desdas évoluent en méme temps, en fonction de
leur situation locale. Le processus est typiquenmarallele. On parle a ce sujet d’automates
cellulaires. Ceux-ci sont censés représenter descydas, des cellules vivantes, des individus...
Soumis a des regles simples dictées par leur \ageimmmeédiat, ils donnent lieu & des phénomenes
complexes et contrastés. Apparition localiséesodmds organisées a partir d’'un contexte aléatoire,
ou inversement développement de mouvements déstdat complexes qui cependant obéissent a
des lois d’ensemble, partout regne I'harmonie desraires, de I'ordre et du désordre. Cela concerne
aussi bien des populations que I'évolution de farai@ns le monde naturel, et méme les incendies de
forét.

1. Feux de forét

Voici comment simuler de fagon grossiere mais sempi feu de forét. Dans un quadrillage sont
placés des arbres au hasard, avec une certainééd€es arbres vont avoir trois états possibtem:
bralés (en vert), en feu (en rouge), consumeés (. \u départ, ils sont tous verts, sauf ceux qui
sont sur le front de feu initial. La régle de prggton est simple : & chaque étape de temps, we arb
en feu transmet le feu a ses quatre plus prochesnsoéventuels (ceux du quadrillage). Plus
précisément, les arbres sont disposés a I'intédaur grand carré. On évite de placer des arbres su
la bordure extérieure du carré, afin de conteniiele a I'intérieur : si les points du carré ontrkeu
coordonnées ety entre 0 et les arbres sont placés avec et desy entre 1 et. — 1. Un front de
feu est disposé sur la bordure verticale gauchex erl), avec les arbres mis en rouge. Ensuite la
propagation se fait par voisinage, étape par étape.arbres qui étaient en feu sont considérés a
I'étape suivante comme étant consumés (en gri3.disime transmettent le feu que pendant un et un
seul intervalle de temps. Le phénoméne s’arrétadjian’y a plus d’arbres en flammes.

1.1. Programmation

Le programme principal se réduit a la mise en pthcéa forét dans le carré de cétéa la mise a
feu, puis a la propagation répétée, jusqu’a cd glyiait plus d’arbres en feu, le nombre des abre
en feu étant placé dans la variablarbresenfewui évolue au fil des étapes de temps. Le test&t'a
se produit lorsqu’il n’y a plus d’arbres en feu.

foret();

miseafeu(); nombreetapes#0la variable nombreetapes permet de connaitreeteps jusqu’a
I'extinction finale */

do { propagation(); nombreetapes++; }

while(nbarbresenfeu!=0);



Commencons par la mise en place de la forét. @sfi@nt & placer un arbre (ou pas) en chaque
point du quadrillage avec une probabilité égale a@lénsitéd choisie (par exempld = 0,6)! Les
points (, j) ou se trouvent les arbres ont chacun une couent l'indice est enregistré dans un
tableaup[i][j]. La ou il y a des arbres, on faii][j] = 1 qui est 'indice du vert, tandis que les points
sans arbres restent en blanc (couleur d’indicec@)qui sous-entend que le tabl@g{] a été mis a 0
en conditions initiales.

void foret(void)
{inti,j,hasard,;
srand(time(NULL)); nombrearbres=8;ce compteur du nombre d’arbres est facultatif */
for(i=1; i<L; i++) for(j=1; j<L; j++)
{ hasard=rand()%1000;
if(hasard<(int)(d*1000.)) {p[il[j]=1;nombrbres++;}
}
/* Ce qui sulit, en italiques, suppose que I'on ggré a SDL la bibliothéque SDL_ttf qui permetcdi@ sur
I'écran graphique. C'est facultatif dans un premiemps */
police=TTF_OpenFont("times.ttf",20);
sprintf( chiffre,"densite : %3.2f", (float)nongarbres/(float)(L*L));
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffre,cbjagkosition.x=600; position.y=100;
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position);

for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (p[i][j]==1) arbre(i,j,1);
}

La fonction arbre(x, vy, icolor) est chargé de dessiner I'arbre au poityj avec sa couleur
d’indice icolor, verte pour le moment, sous forme d’'un carré dé pads On peut prendrpas= 4
avecL = 145, ce qui revient a faire un zoom sur I'écramarbre étant représenté par un carré de c6té
4 pixels® Dans ce contexte, le carré de la forét occupdangieur de 14% 4 = 580 pixels.

void arbre(int x,int y, int icolor)
{intij;
for(i=0;i<pas;i++) for(j=0;j<pas;j++) putpixgd@s*x+i,pas*y+j,couleur[icolor]);

}

Cela étant fait, on place le front de feu»en 1, ce qui revient & mettre en rouge (indicee®) |
arbres verts de cette ligne verticdigyre 1), et I'on place dans la variabfdarbresenfele nombre
d’arbres qui sont en flammes au départ.

void miseafeu(void)
{int];
nbarbresenfeu=0;

! Pour faire cela, il suffit de tirer un nombre aaséard entre 0 et 999 (par exemple). Si le nombrenabest
inférieur a 600 (pour une densité 0,6) on dessmarbre au pointi(j), sinon on ne place pas d’arbre.

2 Les couleurs sont ainsi enregistrées :
couleur[0]=SDL_MapRGB(screen->format,255,25525 /* blanc*/
couleur[2]=SDL_MapRGB(screen->format,255,0,0)* rouge*/
couleur[1]=SDL_MapRGB(screen->format,0,180,0%; vert*/
couleur[3]=SDL_MapRGB(screen->format,100,100)10 /* gris */

% Pour bien voir la propagation du feu, il est néa@s de faire un tel zoom. Si I'on se contentaipdendre
un arbre correspondant a un pixel d’écran, la grapan ne serait plus intéressante. Pourquoi ?eRare I'on a
pris une densité d'arbres qui est partout la mé&wec un nombre limité d’'arbres (grace au zoomip'yla pas
d’'uniformité dans la répartition. Par contre avecgrand nombre d’arbres, il y aurait tendance aiftumité
dans la disposition des arbres, et la propagatéeddrait elle aussi réguliére. Si I'on veut gl un arbre
correspondant a un pixel, il convient de découpetdrré de la forét en plusieurs carrés plus petitSaisant
varier la densité dans chacun de ces carrés.



for(j=1;j<L;j++)

if (P[L][11=2) { p[1][j]=2; arbre(1,j,2); nbarbesenfeu++; }

for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) np[i][i1=p[i][il; [* voir ci-dessous pourquoi cela */
SDL_Flip(screen);pause();

densité d’'arbres, et migu initiale a gauche.

Il reste la principale fonction, celle de la propagn, qui nécessite 'usage de deux tablgaex
np* A chaque étape de la propagation, ces deux tablsant rendus identiques au début.
Remarquons que nous avons fait cela dans la fondé mise a feuvpir ci-dessus la ligne en
italique), avant de lancer la propagation ou I'égalité deax tableaux est faite a la fin de chaque
étape de temps. Puis on parcourt le carré de & éor considérant les valeurspjg[j] : si I'arbre en
(i, j) est en feu, c’est un propagateur et I'on regaetequatre voisins éventuels. Si I'un des voisins
est un arbre vert, on le met en rouge pour 'étsyigante, en faisant cette modification dans le
tableaunp, et I'on augmente de 1 la variabibarbresenfeuMais il faut faire attention. Il se peut
gu’'un voisin mis a rouge damgp l'ait déja été auparavant comme voisin d’'un auwtrere lors du
parcours séquentiel du carré. Il convient d’évitercompter deux fois au lieu d’une ce passage au
rouge. Enfin I'arbre propagateur enjj va passer de rouge a gris, cette transformasoauwessi faite
dans le tableanp, tout en diminuant de 1 la variabibarbresenfeuUne fois le parcours terming, le
tableaup est mis a jour en intégrant les modifications midansip. On fait cela pour tous les arbres
qui ont subi un changemenmi][j] différent dep[i][j]). On peut alors relancer la propagation a
I'étape suivante.

void propagation(void)
{intij;
for(i=0;i<L+1;i++) for(j=0;j<L+1;j++) np[i][i]=p[iil;
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (p[il[i]l== 2)
{if (p[i][j+1]==1 && np[i][j+1]'=2) {np[i][j+ 1]=2; nbarbresenfeu++; }
if (p[i][j-1]1==1 && np[i][j-1]'=2) {np[i][j -1]=2; nbarbresenfeu++; }
if (p[i+1][j]==1 && np[i+1][j]'=2) {np[i+1] [j]=2; nbarbresenfeu++; }
if (p[i-1][jI==1 && np[i-1][j]'=2) {np[i-1] [j]=2; nbarbresenfeu++;}
np[i][j]=3;nbarbresenfeu-# 3 est I'indice du gris, couleur de I'arbre conse */

}

* Rappelons que ce genre d’algorithme de modifinatie paysage est synchrone (modification en pépllé
alors que l'usage d’'une machine séquentielle rewlispensable le parcours séquentiel de I'écrann’€st
gu'aprés un parcours complet que I'on peut effectas modifications et engager I'étape suivanteotDla
nécessité de prendre deux tableaux, le deuxiénegistrant les modifications en attendant la finpducours. Si
I'on ne prenait qu’'un seul tableau, en effectuastdhangements au fur et a mesure du parcourfoutirait a
des aberrations. Par exemple, avec une rangéehtaia d'arbres ou le plus a gauche serait lesétile en feu,
le parcours séquentiel de la rangée a partir duiélee arbre mettrait le feu de proche en proclmutetla ligne
d’'arbres, et cela au cours d’'une seule étape dpste@®u encore en partant du premier arbre en fdui-c
passerait a I'état consumé, et ne mettrait le fauckin de ses voisins.



for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (np[il[i]'= p[illD
{ plilli]=nplil]; arbre(ij,plil]); }
SDL_Flip(screen);SDL_Delay(20);
}

1.2. Les arbres comme récepteurs, et non propagatsu

Dans le programme précédent, chaque arbre estdéoésiomme un émetteur éventuel : s'’il brdle,
il transmet le feu alentour. On peut aussi biensi#rer chaque arbre comme un récepteur : s'il est
vert, et qu’il a un voisin rouge, il devient rougea fonction propagation s’écrit alors plus
simplement :

for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++)
if (p[ili]==1)
{if (p[i][j+1]==2) {np[i][j]=2; nbarbresenfeu+; }
else if (p[illi-1]==2) {np[il[i]=2; nbarbreenfeu++; }
else if (p[i+1][j]1==2) {np[i][j]=2; nbarbreenfeu++; }
else if (p[i-1][j]==2) {np[il[i]=2; nbarbreenfeu++; }
}
else if (p[illil==2) {npli][j]=3;nbarbresenfeu-};
for(i=Lji<Lii++) for(=1;j<L;j++) if (np[i][]!=p[i ]0]) { pli]{l=np(ll]; arbre(i.j,p[il{]):}

1.3. Résultats

Le temps mis par le feu pour s'éteindre, en terdeesiombre d'étapes, est lié a la densité de la
forét. Lorsque la densité des arbres est faiblprdgagation est vite stoppée, faute de voisingia g
mettre le feu, et le temps d’extinction est petibrsque la densité est forte, proche de 1, la
propagation s’effectue facilement, le front de gudéplace parallelement & lui-méme, et le temps
d’extinction est proche de Entre ces deux cas extrémes, le temps d’extmgiiésente un maximum
trés net. On assiste en effet & des phénoméndktapj avec des développements tentaculaires du
feu dans plusieurs directionfigire 2. Ce maximum est obtenu pour une densité des sadge
I'ordre de 0,6, le temps d’extinction dépassantsdamcas 2 La relation entre la densité et le temps
d’extinction peut étre trouvée en procédant a émie $l’essais pour chaque valeur de la densitgégpri
de 0,1 en 0,1Par exemple, avec un carré de doté 110, le temps d'extinction atteint un maximum
de l'ordre de 230 pour une densité d’atbresl ¢e0,6. Par contre, pout= 0,4, le temps est 15, et
pourd = 0,80, le temps est 132 (figure 3).

temps
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Figure 2: Feu en cours de propagationFigure 3: Temps d’extinction en fonction de la densité.



1.4. Premiére variante : Extinction lente

Au lieu de faire passer un arbre de I'état en féatat consumé en une seule étape de temps, on va
le laisser se consumer progressivementPsétapes de temps (par exemple= 30), en le faisant
passer de rouge vif a rouge trés foncé, voire rit@la va faire apparaitre une trainée derriere les
pointes rouges du feu (figure 4). Les couleurs aomgi définies :

couleur[0]=SDL_MapRGB(screen->format,255,255,25%);blanc */
couleur[1]=SDL_MapRGB(screen->format,0,180,d);vert */
couleur[2]=SDL_MapRGB(screen->format,255,0,0§% rouge vif */
for(i=3;i<=P+3;i++) /* couleurs passant de rouge a noir */
couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->format, 220-({(1p0.*(float)(i-3)/(float)P)),0,0);

Le programme principal ne change pas par rappogt@ue I'on a fait précédemment (sauf une
fonction qui s’ajoute a la fin comme on le verrpas plus que les fonctiorieret() et miseafeq).
Reste la fonction de propagation, qui doit tenimpte de I'extinction lente : lorsqu’un arbre a une
couleur d'indice supérieur ou égal a 2, son indiggmente de 1.

void propagation(void)

{intij;
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++)
if (p[i][i]==1)

{if (p[i][j+1]==2) {np[i][j]=2; nbarbresenfeu+; }
else if (p[illi-1]==2) {np[il[i]=2; nbarbreenfeu++; }
else if (p[i+1][j]1==2) {np[i][j]=2; nbarbreenfeu++; }
else if (p[i-1][j]==2) {np[il[i]=2; nbarbreenfeu++; }

}
else if(p[il[il==2) {np[i][j]=3;nbarbresenfeu-};/* début de I'extinction */
else if (p[il[i1>2 && pli][j] <P+3) {nplilli] =plillj]+1;} /* évolution de I'extinction */
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (np[illiI'= p[illD
{ plillil=nplilll; arbre(ij,p[lll):; }
SDL_Flip(screen);SDL_Delay(20);
}

La propagation s’arréte lorsqu’il n’existe plus rifees en feu. Mais quand cela se produit, il reste
des arbres qui ne sont pas encore entierementroéssili convient d’ajouter une petite fonction a la
fin du programme principal qui termine le processadt extinctionfinal€) ainsi programmée :

void extinctionfinale(void)
{ inti,j,flag;
do
{flag=0;
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++)
if (p[iI[1>2 && plil[jJ<P+3) {nplilli]=p[ill]] +1; flag=1;}/* arbres pas encore complétement consumés */
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (np[illiI'= p[illD
{ plill=nplilll; arbre(ij,p[lLl):; }

}
while(flag==1);



1.5. Deuxiéme variante : Régénérescence des arbcemsumés

On considéere maintenant qu'apres avoir fini de aesemer, comme dans le cas précédent, les
arbres redeviennent verts. L’extinction graduelldel se fait toujours avec les couleurs dont lGad
va de 3 & + 3 — 1, tandis que la derniere couleur d'indice 3 est la méme que la couleur verte

d’indice 1. La palette de couleurs devient :

couleur[0]=SDL_MapRGB(screen->format,255,255,25%);blanc */
couleur[1]=SDL_MapRGB(screen->format,0,200,0¥; vert */
couleur[2]=SDL_MapRGB(screen->format,255,0,0J* rouge */

for(i=3;i<3+P;i++) couleur[i]l=SDL_MapRGB(screen->foat,220-(int)(200./((float)P)*(float)(i-3)),0,0);
couleur[3+P]=SDL_MapRGB(screen->format,0,200,;vert comme couleur[1]*/

Pour simplifier, et pour donner au cheminementealudne marge de liberté plus grande, on rend
la forét cyclique figure 5. Cela signifie que ce qui déborde hors d'un aitécarré est replacé a
I'intérieur de l'autre coté. Il n'y a plus de prébhe de bordure, et la forét occupe maintenant ug ca

de sommets opposés (0, 0)let(1,L — 1).

Figure 5: Le carré contenant la forét est rendu cyclique.
Le programme principal s’écrit :

foretcyclique();

miseafeu();

nombreetapes=0;

do

{ propagation();nombreetapes++; }
while(nombreetapes!=100);
extinctionfinale();

Que va-t-il se passer ? La régénérescence régulitrapide des arbres (par rapport a ce qui se
passe en réalité) offre de nouvelles possibilitégghnsion pour le feu. On pourrait penser quele f



serait ainsi ranimé indéfiniment. Mais on va cotestau’il n’en est rien. Le feu va finir étouffé.
Commencons par faire le programme.

* Mise en place de la forét cyclique, la fonctambre(i j,icolor) restant inchangée :

void foretcyclique(void)

{inti,j,hasard,;
srand(time(NULL));
for(i=0;i<L;i++) for(j=0;j<L;j++) { hasard+and()%1000; if(hasard<(int)(d*1000.)) p[i][j]=};
for(i=0;i<L;i++) for(j=0;j<L;j++) if (p[i][j]==1 ) arbre(i,j,1);

}

« Mise afeu:

Plutét que de démarrer avec un front de feu védrticaus allons partir d’'une vingtaine d’arbres
pris au hasard, auxquels est mis le feu simultanérdeou la fonction :

void miseafeu(void)
{inti,jk;
for(k=0;k<=20;k++)
{do {i=rand()%L; j=rand()%L;} /*point (i,j) avec i et pris au hasard entre 0 et L1 */
while(p[i][i]'=1);
p[il[i]=2; arbre(i,j,2);

}
for(i=0;i<L;i++) for(j=0;j<L;j++) np[il[i]=p[ill jI;
SDL_Flip(screen);
}

» Fonction propagation sur une étape :

La phase d’extinction d’un arbre en feu, Bugtapes, va étre divisée en deux. Pendant la premié
moitié, surP/2 étapes, on va considérer que l'arbre va encapager le feu alentour, tandis que
pendant la deuxiéme moiti€, ou I'arbre finit deceasumer, il ne transmet plus le feu autour de lui.

A cause de la forét qui a été rendue cycliquegledre voisins du point,() sont maintenant :
((i + 1), j)

(i +L-1)%,j)°

@, (+21)o)

(,G+L-1)9)

Comme précédemment, & chaque étape, un arbre quornseime voit son indice de couleur
augmenter de 1, et il finit par atteindre l'indieer 3. Lors de la modification finale du tableg{y(],
via le tableawnp(][], tous les arbres ayant la could@r 3 sont remis a la couleur 1.

void propagation(void)
{intij;
for(i=0;i<L;i++) for(j=0;j<L;j++)
{if (p[ill]==1)
{if (p[il[(+1)%L]>=2 && p[i][(+1)%L]< P/2) {np[il[j]=2;}
else if (p[i][(j-1+L)%L]>=2 && pli][j-1+L)%L]<P/2) {np[i][i]=2; }
else if (p[(i+1)%L][j]>=2 && p[(i+1)%][j]<P/2) {np[il[j]=2; }
else if (p[(i-1+L)%L][j]>=2 && p[(i-L)%L][j]<P/2) {np[illi]=2;}
}
}else if (plilliI>=2 && p[i]li] <3+P) {npli][i]=p[i]{i]+1;}

> Comme le modulo % en langage C ne fonctionneectement que sur des nombres positifs ou nul, @n do
prendre (+ L — 1)%_ et non pasi( 1)%., car il peut arriver que— 1 devienne négatif.



for(i=0;i<L;i++) for(j=0;j<L;j++)
if (np[i]0]*=p[i]0])
{ plll1=np[il]; arbre(ij,p(lll);
if (p[i]i]==3+P) plill]=1;

SDL_Flip(screen);SDL_Delay(20);
}

* Fonction d’extinction finale :
Elle reste inchangée.

L’exécution du programme montre que le feu finit g&teindre, malgré le reverdissement régulier
des arbres, ce qui peut sembler paradoxal. Pouesuest-il ainsi ?

Comme on le voit sur lfigure 6° les fronts de feu issus des départs de feu sentr@bur former
des poches ou le feu est emprisonné, avec uneteafarmée d’arbres consumés qui empéchent le
feu d’atteindre les arbres verts. Le feu meurtgsgphyxie.
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Figure 6: Poches de feu encerclées par des arbres condLenfés! s'éteint.

Cela peut s’appliquer & un autre probléme, celund’épidémie. Dans ce contexte, les arbres
deviennent des individus, disposés dans une zoograggghique avec une densitélls sont sains au
départ én ver}, puis quelques individus malades (rouge sont disposés de-ci de-la. La transmission
de la maladie se fait alors par voisinage. Quanthdiridu est touché, il reste contagieux pendat
étapes de temps, puis pendantR&s étapes suivantes, il est immunisé et non coetixgisur la voie
de la guérison qui se produit juste apres (coukedr 3, il redevient vert). Le phénoméne observé
expérimentalement explique alors pourquoi I'épid&fmit par s'arréter toute seule, non pas faute de
« combattants », mais par sa propre asphyxie.

1.6. Troisieme variante : Le feu éternel

Pour empécher l'arrét de l'incendie, comme celgrluit dans I'exemple précédent, on doit
relancer le feu régulierement, en créant de nouvdaparts de feu localisés. Cela revient a modifier
légérement le programme principal de I'exemple @déot, toutes les autres fonctions restant
identiques.

® Pour mieux voir le phénoméne nous avons pris emsité forted = 0,8, ce qui provoque un front de feu
d’allure rectangulaire plutét que circulaire, cétant di au fait que I'on prend seulement quatigin@autour de
chaque point.

’ La limitation de la contagion et la fin de I'épidi& n’est en général expliquée que par la miseuamamtaine
des malades, ou par la miséricorde divine.



nombreetapes=0;
do
{if (nombreetapes%P==0) miseafeu(};nouvelles mises a feu localisées toutes lesapeit de temps */
propagation(); nombreetapes++;

}

while(nombreetapes!=1000);
extinctionfinale();

On aboutit ainsi a un phénomeéne périodique d’eXparggression. Un état de I'évolution est
indiqué sur Idigure 7.

L

Figure 7: Le feu éternel.
2. Phénomeénes d’agrégat et développement de fornmsalliennes

2.1. Mouvement brownien

Au début du 19¢ siecle, le botaniste écossais R&pewn constata que dans I'eau des particules
minuscules en suspension étaient animées d’'un mmneirrégulier et incessant. Ce mouvement,
gualifié de brownien, fut plus tard expliqué par dembardement des molécules d'eau sur les
particules, d’ou l'aspect aléatoire de leur mouveten ligne brisée. En termes mathématiques, le
mouvement brownien correspond a la notion de foncttontinue nulle part dérivable. Les
trajectoires possédent aussi un aspect d'autositéilachaque partie ressemble au tout, les petits
segments irréguliers et en dents de scie qui aiggard sous un certain grossissement apparatteont
facon analogue si I'on augmente le grossissement.

Comment simuler un tel mouvement sur ordinateur&mil si cela apparait simpliste, on fait en
sorte qu’'a chaque instant, la particule avance gasmdans une des quatre directions Nord, Sud, Est,
Ouest. Cela s'appelle aussi le mouvement de I'’hoimmeedans un quadrillage infini de rues.

2.2. Phénoméne d’agrégat

Reprenons ces particules en suspension dans &eajputons quelques obstacles : des points, de
petits amas, des surfaces a l'intérieur desqudies circule. On va supposer que lorsque les
particules mobiles touchent un de ces obstaclles gly collent a I'endroit exact de I'impact (iyra
aucun phénomeéne de gravité comme pour les sédiméfdamas initial croit peu a peu. On assiste
alors a la formation d'arborescences avec des bhesn®u des tentacules, qui évoquent le
développement de coraux, ou ressemblent a des $odeedendrites ou d'arcs électriques. Ce
phénomeéne existe tel quel lorsqu’un dépbt de nsétédit dans une cuve a électrolyse.

Pourquoi de telles arborescences? En vertu d'arte d’'évidence : quand on est ivre, il est plus
facile de se planter au début qu’'au fond d’un tlindee particule soumise a un mouvement brownien
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a en effet plutét tendance a se coller au boutedlranche plutét que d’entrer a l'intérieur d’'une
cavité et de s’y coller au fond. Ce sont les bgslessaspérités, les branches qui ont tendance a se
développer.

Exercice 1 :Formes coralliennes

Programmer le développement de ces formes, darersdisontextes, en tenant compte des
remarques suivantes :

» On distingue deux cas de figure selon la formedadtestacles mis en place initialement. Dans le
premier cas, le fluide est entouré par une surfagkde sur laquelle vont se coller les particules.
Dans le deuxiéme cas, le fluide est considéré comfimeet I'obstacle est un petit il6t. Il se peut
alors gu’une particule circule longuement sans skec, et il convient d’arréter son mouvement dés
gu’elle sort d’un certain périmetre.

» Pour faciliter le programme, on lance une parte@ la fois et I'on attend qu’elle se colle (ou
gu’elle sorte de I'écran) avant d’en lancer uneraut

1) Traiter le cas ou le fluide est a I'intérieurudi cercle.

Ce cercle est colorié en noir. Puis on lance deScpées une a une, a condition que celles-ci
soient a l'intérieur du cercle et aussi dans umeezgui n’est pas coloriée en noir. Si la partiaulen
voisin déja colorié en noir, on la colle en la desst en noir. Sinon, on lance un mouvement au
hasard jusqu’a ce que la particule ait un voisim@n, auquel cas on la dessine en noir. Puis eaea
a un autre lancer de particule. On voit apparaisearborescences dont la racine est collée alecerc
et celles-ci grossissent lors des lancers suceadsiparticulesfigure 8.

on se donne le centre (xorig,yorig) du cercle &t yon
circle(xorig,yorig,rayon,black); circle(xorig,yorigyon+1,black){* cercle de bordure */
SDL_Flip(screen) ;
for(lancer=1;lancer<15000;lancer+#) lancer de particules */
{do /* point initial ou se trouve la particule */
{ r=rand()%rayon; angle=(float)(rand()8&3*M_P1/180.;
xe=xorig+r*cos(angle);ye=yorig-r*sar(gle);
}
while(getpixel(xe,ye)==black);
while(collage(xe,ye)==0)Y* mouvement du point jusqu’a son collage */
{ dir=rand()%04;
if (dir==0) xe++;
else if (dir==1) ye--;
else if (dir==2) xe--;
else if (dir==3) ye++;
}
putpixel(xe,ye,black);
}

Avec la fonction testant si oui ou non il y a cgha

int collage(int xe, int ye)
{ if (getpixel(xe+1,ye)==black || getpixel(xe-1,yeblack
[| getpixel(xe,ye+1)==black || getpixelgpee1)==black)
return 1,
return O;

}
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Figure 8: Formes arborescentes dont la racine est coll&ecarcle.
2) Création d’'une forme de corail & partir d'un gee

Comme le germe est petit, une particule lancée asartd peut mettre longtemps avant de se
coller. On a intérét a accélérer le phénomeéne diage en procédant ainsi :

* Placer le germe au centre O (xorig, yorig) deck¥an blanc, sous forme d’un petit disque noir,
du style filldisc(xorig,yorig,3,black), et définine zone de lancement des particules, entre deux
cercles de rayon R1 et R2, par exemple R1 = 4@et R1+20.

» Lancer une particule au hasard dans cette zonegosdrier en rouge son point de départ
déterminé par son rayon R (sa distance a O) etasmybe angled en degrés puis angler en radians, ce
qui donne ses coordonnées : xe = xorig + R*cos(englye=yorig+R*sin(angler). Puis la particule
se déplace pas a pas sur le quadrillage au hasamsd’une des quatre directions possibles. Ce
mouvement ne sera pas dessiné sur I'écran. On cattpril se termine. Deux cas de fin sont
possibles : soit la particule sort du cercle de aayR2 et c’'est fini pour cette particule, soit elle
atteint un point colorié en noir, auquel cas elielle sur la forme noire. Dans ce deuxieme cas, 0
détermine la distance entre la particule qui vidatse coller et le centre O, ou plutdt son carré d2

» Lancer une nouvelle particule dans la méme zarfajre comme précédemment.

Continuer ainsi, mais des qu’une particule a sdatise d2 trés proche de la zone de lancement,
prendre une nouvelle zone de lancement, avec Raugmente de 20 (I'ancienne valeur de R2) et le
nouveau R2 = R1 + 20. Puis poursuivre le lancempdeticules dans cette nouvelle zone. Et ainsi de
suite, jusqu’a ce que la zone de lancement entretRR atteigne les limites des I'écran. Il ne eest
plus qu'a faire disparaitre les points rouges capendant aux points de départ des particules.
Remarquons que le fait de colorier en rouge lesigsoinitiaux est seulement fait pour des raisons
pédagogiques.

Voici le programme, avec des résultats sdigiare 9:

filldisc(xorig,yorig,3,black); SDL_Flip(screen)* le germe initial */
R1=40;compteur=0/* compteur va étre le nombre de particules collgasla forme */
while (R1<280)
{ R2=R1+20;
R=R1+ rand()%20;angledegres=rand()%360;
angleradians=(float)angledegres*M_P1/180.;
xe=xorig+R*cos(angleradians); ye=yorig+R{singleradians);
filldisc(xe,ye,1,red)/* point initial colorié en rouge */
for(;;)
{ oldxe=xe;oldye=ye;
dir=rand()%4;
if (dir==0) xe++;else if(dir==1) yeelse if(dir==2) xe--;else if (dir==3) ye++;
d2=(xe-xorig)*(xe-xorig)+(yorig-ye)*frig-ye);
if (d2> R2*R2) break{* la particule sort de la zone */
if (getpixel(xe,ye)==black)
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{ putpixel(oldxe,oldye,black); cotepr++;
if (compteur%200==0) SDL_Flip(sen);
if (d2>(R1-10)*(R1-10)) R1+=28;la couronne des lancers a ses rayons qui augarerf
break;
}
}
}

for(i=0;i<800;i++) for(j=0;j<600;j++) if (getpiel(i,j)==red)
putpixel(i,j,white);

Figure 9: En hautle développement de la forme corallienne, au démaucheavec la couronne
des points de lancers coloriée en rouge, et ersabévolutiona droite En basla forme finale.

3. Morphogeneése, a propos de motifs, taches ou zéles, qui se forment
sur les peaux d’animaux

Dans ce modéle, il est considéré que la peau cargiedépart deux types de cellules, les cellules
actives A, et les cellules passiveB. Les cellules actives\, et elles seules, provoguent des
transformations dans leur voisinage -comme lesearlen feu précédemment, mais de facon plus
complexe. Elles contiennent d’'une part un activatgli agit dans un voisinage proche en provoquant
la transformation de certaines celluRen cellulesA, et d’autre part un inhibiteur qui provoque dans
un voisinage plus lointain la transformation deluets A en cellulesP, selon les dispositions
suivantes :

» La peau est formée au départ de celldlesP, réparties au hasard, et dans la proportion roitié
moitié par exemple, mais cela n'a en fait pas dangnce.
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» Chaque poinC de la peau qui contient une cell#leou une celluleé® est considéré comme un
récepteur. On considere son voisinage proche, pows un carré de c6téRR autour du point central
C, et son voisinage plus lointain situé entre le&arécédent et un carré de cof®, avecR, > R;.

« Les cellules activeA autres quda celluleC (du moins siC est active) situées dans le voisinage
proche agissent chacune §uproportionnellement a leur nomkmeD’autre part les celluleB situées
dans le voisinage plus lointain agissent chacumeCsproportionnellement a leur nombrg On
forme alors la quantité

W=n-kn', k étant un coefficient que I'on se donne.

Ce nombreW correspond a la somme des influences relativeadevateur et de l'inhibiteur,
'une étant positive et I'autre négative. Pour exgpr les régles de notre modéle de morphogenese, o
décide que sW est positif, correspondant au role prépondérant'atgivateur, la celluleC est
transformée en cellula dans le cas ou elle ét#t et que sW est négatif, avec le role prépondérant
de l'inhibiteur, la celluleC est transformée en cellukesi elle étaitA. Sinon aucun changement ne se
produit.

Exercice 2 : Programmation pour obtenir des peawachetées

Dans le programe, la peau sera représentée paranreéae coté L, en distinguant les cellules A et
P par leur couleur, indexée respectivement 1 ene,cellule étant un point (x,y) du carré, x etané
entre 0 et L — 1. On remplira ainsi un tableau ¢jJcontenant soit 0 soit 1 pour distinguer les deu
couleurs. Puis on parcourt point par point ce careé prenant pour chaque point C ses voisinages
proche et lointain. Ces voisinages seront consigl@@mme cycliques (on dit aussi torique) : si le
point C est pres d'une bordure du carré, la pardies voisinages situées au dehors est ramenée a
I'intérieur en prenant le bord opposé.

1) Programmer pour calculer W en chaque point, ezatfer le changement éventuel de couleur
suivant le signe de W. En attendant d’avoir finiparcours du tableau c[x][y], on utilisera un
nouveau tableau newc([x][y] ou I'on placera les nelles valeurs. Puis on actualisera en remettant
le tableau newcl][] dans c[][], et on dessinera laouvelle peau sur I'écran. Comme valeurs des
parametres, on pourra prendre, R 2, R, = 6 et k de I'ordre de 0,2, avec L = 490 par exeepl
convient en effet de choisir une valeur de k (ddaphde Ret R) qui aboutit & un équilibre entre les
cellules A et P. Pour d'autres valeurs de k, cet smit les cellules A qui remplissent tout, so# le
cellules P. Puis répéter I'opération précédentgsieurs fois. Constater qu'il suffit de la faireod 8
fois pour que le dessin se stabilise et donne eae pachetée.

Lors du parcours du voisinage de chaque cellules’iotéresse a chaque cellidedans le grand
voisinage de coté R,. Si en plus cette cellula est dans le petit voisinage de cot&2 elle fait
augmentekV de 1, sinon (on est alors enRgetR,), elle fait diminueM dek.

On se donneici L = 290 avec pas = 2, A = 1 et B,=t deux couleurs rouge et jaune, couleur[1] et
couleur[0].
for(x=0;x<L;x++) for(y=0;y<L;y++) /* remplissage initial du carré de c6té L */

{ hasard=rand()%2;if (hasard==0) c[X][y]=A; els[X][y]=P; }/*A=1etP=0"%
for(x=0;x<L;x++) for(y=0;y<L;y++) carre(x,y,c[X][y}; /* une cellule est un petit carré sur I'écran */
SDL_Flip(screen);pause();
for(etape=1;etape<9;etape+#) boucle des étapes */

{ for(x=0;x<L;x++) for(y=0;y<L;y++)

{W=0,
for(dx=-R2;dx<=R2;dx++) for(dy=-R2;dyR2;dy++)/* parcours du grand voisinage */
if((dx!=0 || dy!=0) && c[(x+dx+L)%L][y+dy+L)%L]==A) /* on tombe sur une cellule A */
{if (abs(dx)<=R1 && abs(dy)<=RW+=1.; /* on a une cellule proche A */
else W-=ky* on a une cellule lointaine A */

}



14

if (W>0.) nc[x]lyl=A; else if (W<0.hc[X]lyl=P; else nc[x]lyl=c[X]lyl;
}
for(x=0;x<L;x++) for(y=0;y<L;y++) {c[x]ly]=c[x]ly]; carre(x,y.c[x][y]); }
SDL_Flip(screen);
}

Avec I'appoint d’'un zoom effectué par la foncticarré() :

void carre(int x,int y, int icouleur)* une cellule est représentée par un carré de pate*/
{intij;
for(i=pas*x;i<pas*(x+1);i++) for(j=pas*y;j<pasyftl);j++)
putpixel(i,j,couleur[icouleur]);

}

Dans ce contexte, la peau est dessinée sur |'@enades pixels dont les coordonnées sont entre 0

etpasxL (figure 10.
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Figure 10: Résultats obtenus poki= 0,23a gaucheetk = 0,16a droite

2) Comment faut-il modifier Iégérement le programroarpbtenir des zébrures a prédominance

horizontale, évoquant aussi des rides de sable @adésert ?

Il suffit de prendre des voisinages rectangulagedieu de carrésfiure 11). Sur lafigure de

droite, on a utilisé une palette de gris, indexée de283 et a partir du dessin des zébrures en noir
(indice 0) et blanc (indice 1), on fait circulerippiopar point un filtre qui remplace la couleur glint
par une moyenne de ses quatre voisins.

Figure 11: Zébruresh gaucheeta droiteun effet de relief suppléméntaire.
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Dans ce phénoméne de morphogenese, comme danpdatples exemples qui précédent, on a vu
comment, a partir d’'un certain désordre, se crdeatformes organisées, ou du moins qui présentent
entre elles un air de famille. L'inverse est toutaat possible. La désagrégation des formes, au leu
désintégration sous l'effet d’attaques diversesutibca I'informe, comme leur réduction en
poussiére.

Exercice 3 : Désintégration

Dessiner un disque au centre de I'écran, et le dpeoen petits carrés de cbté pas. Puis procéder
a la désingration du disque, avec ses petits cafguisse dispersent tout autour. Trouver des regles
simples d’évolution et programmer.

Quelle que soit la méthode utilisée, il convienddeouper le disque en petits carrés. Pour ce faire
on dessine sur I'écran un disque noir sur fond dl&uis on parcourt le disque horizontalement et
verticalement d@asenpas cette variablgpasétant le cété d'un petit carré. Par la méme oocasin
enrigistre les coordonnéeqi], Y[i] du coin en haut a gauche de chaque petit caglaji-c étant
numéroté par. Puis on dessine ces petits carrés en rouge, easaou le pas est grand, il reste une
zone en noir du disque initial que I'on supprimrela mettant en blanc. Dorénavant, le disque est
remplacé par des petits carrés adjacents. Ce guefdébut de programme :

filldisc(xorig,yorig,100,black); /disque noir sur fond blanc, placé au centre derbéc*/
k=0;
for(x=10;x<700;x+=pas) for(y=10;y<500;y+=pas)

if (getpixel(x,y)==black) /* parcours du disque de pas pas et enregistrement des coordonnées
{ X[K]=x; Y[K]=y; nX[K]=x;nY[K]=y; k++; } de chaque coin des carrés */
nbpoints=k; /* nombre des petits carrés */

for(i=0;i<nbpoints;i++) carre(X[i],Y[i],red);  /* coloration des carrés en rouge */

for (y=100;y<500;y++) for(x=100;x<700;x++)* suppression éventuelle des residus en noir */
if (getpixel(x,y)==black) putpixel(x,y,white);

SDL_Flip(screen); pause();

Puis on entre dans la boucle d’évolution dans tepgeou les petits carrés vont se déplacer. A
chaque étape, le déplacement de chaque petit varéére fonction de ses quatre voisins, dont les
coordonnées sont notegj], vy{j] avecj allant de 0 a 3, le voisin 0 étant situé a 'estydisin 1 au
nord, etc. Quelles régles de mouvement choisir ¥a&0considérer deux configurations :

e Le carré rouge a un voisin rouge et un voisin bldad’autre c6té. On distingue quatre cas
selon la position de ces voisins. Par exempleg sialré voisin rouge est a gauche et le carrénvoisi
blanc a droite du carré rouge considéré, on démeaadernier vers la droite, en I'échangeant avec le
carré blancfigure 12. C’est ce que fait dans le programme la foncgiancherougf. On fait de
méme pour les trois autres directions, avec troietions analogues. Cette régle va permettre de
déplacer les carrés situés sur le pourtour du disgqu de ce gu'il en reste.

carré central
pd

—

voisin gauche  voisin droite
Figure 12: Déplacement vers la droite du carré central.

Notons que pour éviter les interférences, on etilieux tableaux pour les déplacements, les
nouvelles positions des carrés étant placées @anwmbleawnX[], nY[], puis a la fin de I'étape de
parcours, les valeursX[], nY[] sont remises danX[], Y[]. Notons aussi que si I'on traite en premier
les cas ou les voisins sont a I'horizontale, etsecond ceux ou les voisins sont a la verticale, le
parcours séquentiel va privilégier les premiersl@uniment des seconds. Aussi fait-on intervenixdeu
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cas au hasard, celui avec les voisins horizontaugremier, et celui avec les voisins verticaux en
premier.

* Le carré rouge a deux voisins blancs de part ettedaDeux cas se présentent selon que ces
voisins sont a I'horizontale ou a la verticale. Toela arrive dés que les carrés rouges se soatésep
du disque central et s’en éloignent de plus en. las exemple, si le voisin & gauche est bland ains
que le voisin a droite, on déplace le carré rougkéehangeant avec le carré blanc correspondaint so
vers la droite, soit vers la gauche, selon quiilsétsié a droite ou & gauche du centre de I'édigaré
13). On fait de méme lorsque I'on a deux voisins btaa la verticale, en déplacant le carré vers le
haut ou vers le bas selon que I'on est au-dessas dessous du centre de I'écran.

carré central
o

N —[ N

voisin géuche voisin droite
Figure 13: Déplacement de la case rouge dans le cas oes$a droite du centre de I'écran.

La suite et la fin du programme principal en déepalec ses réusltats sufiure 14:

for(etape=1;etape<200;etape+#)boucle des étapes */
{ for(i=0;i<nbpoints;i++) if (getpixel(X[i]Y[i])==red) /* on prend chaque petit carré rouge */
{ vx[O]=X[i]+pas;vy[0]=YIil; vx[1]=X[i] ;vy[1]=YI[i]-pas; /* les quatre voisins */
vx[2]=X[i]-pas;vy[2]=Y[i]; vx[3]=X[];vy[3]=Y[i]+pas;
g=rand()%2/{*cas ou un carré a un voisin rouge et un blanc */
if (q==0) /* voisins horizontaux en premier */
{ if(getpixel(vx[2],vy[2])==redyaucherouge();
else if(getpixel(vx[0],vy[0]3*ed) droiterouge();
else if(getpixel(vx[3],vy[33*ed) basrouge();
else if(getpixel(vx[1],vy[1J3+ed) hautrouge();
}
else if (g==1)* voisins verticaux en premier */
{ if(getpixel(vx[3],vy[3])==red)basrouge();
else if(getpixel(vx[1],vy[1J3ed) hautrouge();
else if(getpixel(vx[0],vy[0]3+ed) droiterouge();
else if (getpixel(vx[2],vy[&¥red) gaucherouge();

else (g=rand()%2); ¢as ou un carré rouge a deux voisins blancs */
if (q ==0)
{ if(getpixel(vx[2],vy[2])==whi@ && getpixel(vX[0],vy[0])==white)
droitegaucheblanc();
else if(getpixel(vx[1],vy[1]white && getpixel(vx[3],vy[3])==white)
hautbasblanc();

}
else if (g==1)

{ if(getpixel(vx[1],vy[1])==whi@ && getpixel(vX[3],vy[3])==white )

hautbasblanc();
else if(getpixel(vx[2],vy[ZFwhite && getpixel(vx[0],vy[0])==white)

droitegaucheblanc();

}

}

for(i=0;i<nbpoints;i++) {X[i]=nX[i]; Y[i]=nY[i]; } /* actualisation des tableaux */
SDL_FillRect(screen,0,white);
for(i=0;i<nbpoints;i++) /* dessin des carrés a chaque étape */
if (X[i][<770 && Y[i]>30 && Y[i]<570 && X[i]> 30) {carre(X]i],Y[i],red);}
SDL_Flip(screen);

}

Les fonctions d’appoint se présentent ainsi :
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void gaucherouge(void)
{ if (getpixel(vx][0],vy[0])==white && getpixel(vx[(+pas,vy[0])==white
&& getpixel(vx[0]+2*pasgyf0])==white && getpixel(vx[0]+3*pas,vy[0])==white)
{nX[i]=X[i]+(2+rand()%3)sas;nY[i|=Y[i]; }
else if (getpixel(vx[0],vy[0])==white && geigel(vx[0]+pas,vy[0])==white
&& getpixel(ve2*pas,vy[0])==white)
{nX[i]=X[i]+(2+rand®?2)*pas;nY[i]=Y]i]; }
else if (getpixel(vx[0],vy[0])==white && getpiel(vx[0]+pas,vy[0])==white)
{nX[i]=X[i]+(1+rand®?2)*pas;nY[i]=Y]i]; }
else if ( getpixel(vx[0],vy[0])==white)
{nX[i]=X[i]+pas¥[i]=Y[i; }
}

void droitegaucheblanc(void)
{if ( X[i]<xorig-rand()%50)
{nX[i]=X[i]-pas;nY[i]=YIi; }
else if( X[i]>xorig+rand()%50)
{nX[i]=X[i]+pas;nY[i]=Y]i]; }
}

Les autres fonctions sont de la méme forme.

Figure 14: Désintégration du disque.

4. Plasma, ou formes nuageuses

L'état de plasma est le quatrieme état de la negtidgu-dela de solide, liquide et gaz, et il est
obtenu a trés hautes températures. Nous alloffigiiei un programme qui donne un dessin évoquant
artistiqguement cet état de plasma, avec des forowmdoyantes aux couleurs vives. Plus
prosaiguement, en utilisant une palette de nivelauyris, le dessin ressemble a un ciel nuageus. Cel
va se faire en deux temps. On commence par crégdessin avec un dégradé continu de couleurs, par
interpolation bilinéaire, puis on ajoutera des atwohs au hasard pour arriver au dessin fifiglite

15).
4.1. Interpolation bilinéaire

Il s’agit de remplir un carré de I'écran avec umgmélé régulier de couleurs. Comme nous allons
procéder par divisions successives par 2, le mastixde donner au cétédu carré une longueur qui
est une puissance de 2, par exerhpte512.

Dans un premier temps, il s'agit de fabriquer ualetbe de couleurs ou apparaissent tour a tour,les
trois couleurs primaires, rouge, vert et bleu, asles dégradés entre elles, comme indiqué sur la
figure 16 avec une palette de 768 couleurs. Par exempléndiee 0 a 255, la composante rouge va
de 255 a 0, la verte de 0 a 255, et la bleue geBtéD’ou le programme :
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Figure 15: Interpolation bilinéaire a gauche, et ciel nuaga droite

255[ : ; }
0 256 SI2 767

Figure 16: Palette cyclique de 768 couleurs, a trois donties

for(i=0;i<768;i++)
{ if (i<256) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->forma55-i, i, 0);
else if (i<512) couleur[i]=SDL_MapRGB(screefermat, 0, 511-i, i-256);
else if (i<768) couleur[i]=SDL_MapRGB(screefermat, i-512, 0, 767-i);

for(i=0;i<768;i++) line(i,0,i,50,couleur[i]){* dessin de la palette */

Passons a l'interpolation dite bilinéaire car ohas deux dimensions. Pour cela, on donne une
couleur au hasard aux quatre coins du carré, éas étant numérotés 0, 1, 2, 3. C'est ce que dait |
programme princpal suivant, avant d’appeler la fimmcd’interpolation :

hO=rand()%768; putpixel(0,0,couleur[h0]);/* h; est I'indice d’'une couleur pris au hasard */

hl=rand()%768; putpixel(L,0,couleur[hl])/* chaque coin du carré initial est colorié */

h2=rand()%768; putpixel(L,L,couleur[h2]);

h3=rand()%768; putpixel(0,L,couleur[h3]);

interpo(0,0,L,L,h0,h1,h2,h3);

Reste a expliquer la fonction d'interpolation, @ssure la transition réguliere des couleurs. I
s’agit de remplir I'intérieur du carré en découpdetfacon récursive chaque carré en quatre caerés d
c6té moitié, en commencant par le carré initialchlaque étape de ces découpages, on connait les
couleurs des quatre coins du carré concerné echtoule en fonction d’elles les couleurs du centre
du carré ainsi que des milieux de chaque c6té. Rocentre du carré, on fait la moyenne des quatre
coins, et pour les milieux des c6tés, on fait layemme de leurs deux extrémités. Ces moyennes vont
préserver le dégradé continu et harmonieux desualfigure 17. Puis on recommence avec les
guatre petits carrés obtenus, et cela jusqu’au lrepage total du carré initial. On en déduit la
fonction interpo(x0,y0,x2,y2,i0,i1,i2,iBou les variables sont les coordonnégs ) et &, y.) des
deux sommets opposés 0 et 2 du carré concerné gaimses indices, iy, i,, iz des quatre couleurs
des sommets 0123.

void interpo(int x0,int y0,int x2,int y2,int i0, fnl, int i2, int i3)
{ int cx,cy,ic,i01,i12,i23,i30;
if (x2-x0>1) /* on répete les découpages jusqu’a avoir des cade coté unité */
{ cx=(x0+x2)/2;cy=(y0+y2)/2;/* centre du carré */
ic=(i0+i1+i2+i3)/4; putpixel(cx,cy,couldin]); /* coloriage du centre du carré */
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i01=(i0+i1)/2; putpixel(cx,y0,couleur[iOt}* milieu du c6té 01 et coloriage*/

i12=(i1+i2)/2; putpixel(x2,cy,couleur[iD2 /* milieu du coté 12 */

i23=(i2+i3)/2; putpixel(cx,y2,couleur[iP3 /* milieu du coté 23 */

i30=(i3+i0)/2; putpixel(x0,cy,couleur[iBO /* milieu du codté 30 */
interpo(x0,y0,cx,cy,i0,i01,ic,i30)* rappels de la fonction interpo sur les quatrdifgecarrés */
interpo(cx,y0,x2,cy,i01,i1,i12,ic);

interpo(cx,cy,x2,y2,ic,il12,i2,i23);

interpo(x0,cy,cx,y2,i30,ic,i23,i3);

4

Figure 17: Exemple d’interpolation bilinéaire.

4.2. Passage au plasma

Nous allons aménager la fonction d’interpolati@upobtenir le plasma en couleurs, en rajoutant
du hasard bien malitrisé. La fonctiomierpq)) précédente est remplacée par la fonctarne(). Le
programme principal se réduit a :

SDL_FillRect(screen,0,couleurfondy;on prend le blanc comme couleur de fond */
putpixel(0,0,couleur[h0]); putpixel(L,0,couleur[hl

putpixel(L,L,couleur[h2]); putpixel(0,L,couleur[h3

kk=0.4; /*cette variable kk sera utilisée dans la fonctiorre@ pour limiter les variations de couleurs */
carre(0,0,L,L,h0,h1,h2,h3);

Quant a la fonctiorarre(), elle fait, comme précédemment, une moyennecdeleurs des quatre
coins du carré pour colorier son centre. Mais pesicouleurs des milieux des cotés, on ne va @gus s
contenter de prendre la moyenne des couleurs desaktrémités, on lui ajoute ou on lui retranche
un nombre égal ou proportionnel a la longueur di¢ @®ncerné, cela avec une certaine dose de
hasard. Ainsi, pour des points qui sont prochesaddation de couleur est faible, et le dégradé
persiste, mais pour deux points €loignés la coudedeur milieu peut subir de grandes variatioms, c
gui va donner au dessin final une allure tourmertigg en empéchant une rupture brusque dans la
coloration.

Par exemple pour le milieu du c6té horizontal 0d,commence par faire la moyenitd des
indices des couleurs des points 0 et 1. Puis omitdéd variation maximalevarmax égale a la
longueur du cété 01. A partir de 1a on définit waeiationvar prise au hasard entrevarmax2 et
+varmax2, grace &ar = 2*(rand()%(varmax-1)) —varmax Pour éviter de trop grandes variations,
on multiplie cette variation par un factddede I'ordre de 0,3 ou 0,4, et on I'ajoute a I'ingifl de la
couleur moyenne. Comme ces variations peuvent igafd@re sortir I'indice de couleur de la zone
comprise entre les frontiéres 0 et 767 de la mglettut dépassement est bloqué sur la frontiére
concernée. Voici ce qui est proposé pour la fonataorre() :

void carre(int x0,int y0,int x2,int y2,int i0, imt, int i2, int i3)
{ intcx,cy, ic,i01,i12,i23,i30,varmax; float valint32 couleurc; Uint8 iR,iG,iB;
if (x2-x0>1)
{
cx=(x0+x2)/2;cy=(y0+y2)/2{* centre du carré */
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ic=(i10+i1+i2+i3)/4; putpixel(cx,cy,couldin]);
|01:(|O+|1)/2, /***7\-*** |01 *******/
varmax=x2-x0; var=2*(rand()%(varmax+1))-wex; var=kk*var;
i01+=var; if(i01<0) i01=0; if(i01>767) iIGL67;
couleurc=couleur[i01];
if (getpixel(cx,y0)==couleurfond) putpixek,y0,couleurc);
|12:(|1+|2)/2, /******* |12 *******/
varmax=x2-x0; var=2*(rand()%(varmax+1))-wex; var=kk*var;/* calcul de la variation */
i12+=var; if(i12<0) i12=0; if(i12>767) iXZ67; /* blocage des dépassements */
couleurc=couleur[i12]/* couleur du milieu du segment concerné */
if (getpixel(x2,cy)==couleurfond)
putpixel(x2,cy,couleurc)? coloriage du point s’il n’est pas déja colorié *
|23:(|2+|3)/2, /***7\-*** |23 *******/
varmax=x2-x0; var=2*(rand()%(varmax+1))-wex; var=kk*var;
i23+=var; if(i23<0) i23=0; if(i23>767) i2F67;
couleurc=couleur[i23];
if (getpixel(cx,y2)==couleurfond) putpixek,y2,couleurc);
i30:(i3+i0)/2;/******* |3O ******7\-/
varmax=x2-x0; var=2*(rand()%(varmax+1))-wex; var=kk*var;
i30+=var; if(i30<0) i30=0; if(i30>767) i3(r67;
couleurc=couleur[i30];
if (getpixel(x0,cy)==couleurfond)putpixel{cy,couleurc);

carre(x0,y0,cx,cy,i0,i01,ic,i30)* rappels de la fonction carre() sur les quateifsetarrés */
carre(cx,y0,x2,cy,i01,i1,i12,ic);
carre(cx,cy,x2,y2,ic,il2,i2,i23);
carre(x0,cy,cx,y2,i30,ic,i23,i3);
}
}

Mais ce programme donnefigure 18 une véritable catastrophe.

Figure 18: Résultat d'un programme faux.

Pourquoi ce programme ne marche pas ? Cela tieatqu'un méme coté peut appartenir a deux
carrés. Son milieu est colorié une premiére fdid,om a fait en sorte qu’il ne soit pas coloriéeun
deuxieme fois. Mais cela ne suffit pas. En effiémdice de couleur du milieu a été calculée une
deuxieme fois, et c’est lui qui est donné a I'étapevante du programme récursif, alors qu’on doit
garder l'indice obtenu la premiére fois, afin dtévitoute rupture de couleur. Ainsi, lorsque leienil
d'un cbté est déja colorié, on doit récupérer saleco. On procede de la facon suivante, dans
I'exemple du c6té 01 :

i01=(i0+i1)/2 ; varmax=x2-x0; var=2*(rand()%(vaax+1))-varmax; var=kk*var; i0l+=var;
if(i01<0) i01=0; if(i01>767) i01=767;
couleurc=couleur[i01];
if (getpixel(cx,y0)==couleurfond) putpixel(g®,couleurc)* jusqu’ici rien n'a changé */
else /* cas ou le point a déja été colorié une premitie */
{ couleurc=getpixel(cx,y0){* on récupére la couleur du point */



21

SDL_GetRGB(couleurc,screen->format,&iR&iB); /* les indices de chaque composante RGB
soétupérés grace a cette fonction GetRGB */

if (iB==0) i01=(int)iG; * & partir des composantes RGB, on calcule soiced1
else if (iR==0) i01=(int)iB+256; dans notre palett&*/
else if (iG==0) i01=(int)iR+512;

}

En faisant de méme pour chacun des autres milieuprogramme marche, avec un résultat
comme sur ldigure 19 a gauche

Figure 19: Plasma avec la palette de 768 coul@ugaucheet avec la palette arc-en-céetroite

Une fois ce dessin obtenu, il est possible d’erefane animation, en augmentant de quelques
unités, a chaque étape de temps, lindice de cowdeuchaque point du dessin, en profitant du
caractéere cycliqgue de la palette. Grace a ce dgealgclique, rapidement réalisé, on a I'impression
d’'un mouvement d’ensemble, toujours renouvelé salpre le motif sous-jacent reste identique. C’est
sans doute a cause de cela que le nom de plasi®assécié a ce mouvement perpétuel.

Exercice 4 : Plasma avec une palette arc-en-ciel

Recommencer tout cela en utilisant une palettes pdwge, la palette arc-en-ciel avec 1536
couleurs, définie sur la figure 20.

255

0 256 512 768 1024 1280 1535

Figure 20: La palette arc-en-ciel.
Le graphique de ligure 20nous conduit a définir la palette ainsi :

for(i=0;i<1536;i++)
if (i<256) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->forn5,i,0);
else if (i<512) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->fmat,511-i,255,0);
else if (i<768) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->fmat,0,255,i-512);

8 Pour comprendre, il suffit de se reporter au gighde Idfigure 16 divisé en trois intervalles, dans chacun
desquels une des composantes de couleur est nulle
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else if (i<1024) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen-kfat,0,1023-i,255);

else if (i<1280) couleur[i]=SDL_MapRGB(screen-kfat,i-1024,0,255);

else couleur[i]=SDL_MapRGB(screen->format,255533-i);

for(i=0;i<1536;i++) if (i<768) line(i+10,10,i+1,000,couleur[i]);* dessin de la palette */
else line(i+10-768,120,i+10-768,220,couleur]i]);

Dans la fonctioncarre(), il convient, comme on l'a fait avec la paletie 768 couleurs, de
retrouver I'indice d’une couleur de notre palettpaitir de ses composantes rouge, vert, bleu. D’ou
cette modification du programme pour chaque mities c6tés des carrés, le reste ne changeant pas :

if (getpixel(cx,y0)==couleurfond) putpixel(cx,y0,aeurc);
else
{ couleurc=getpixel(cx,y0);
SDL_GetRGB(couleurc,screen->format,&iR,88B);
if (IR==255 && iB==0) i01=iG; /* récupération de I'indice de couleur i01 */
else if (iIG==255 && iB==0) i01=511-R;
else if (iG==255 && iR==0) i01=iB+512;
else if (iIB==255 && iR==0) i01=1023-IiG;
else if (iIB==255 && iG==0) i01=iR+1024;
else if (IR==255 && iG==0) i01=1535-iB;
}

Un résultat est montré surfigure 19 a droite

5. Automates cellulaires en 2 dimensions

Dans la mesure ou des points ou des particulesiévbken fonction de leur voisinage, on parle
d’automates cellulaires. Dans ce sens, les exeng@eghénoménes naturels que nous avons vus
précédemment en font partie. Mais on peut aussniddés automates cellulaires de fagon plus
abstraite, en les associant a des régles précisadudion en fonction de leur voisinage. On doiba
Wolfram d’avoir initié la recherche dans ce domaine

Nous donnons ici la version la plus simple relatiwex automates cellulaires. A l'intérieur d’'un
carré sont placés des 1 et des O en chaque poimuddrillage. Cet univers binaire est censé
représenter des cellules vivantes ou mortes, oorena présence ou I'absence de particules, ou bien
deux états que peuvent prendre ces automates. gautdé&€nsemble des 1 peut étre réduit & un point
(le germe), ou étre formé de plusieurs points diépaléatoirement, ou encore étre ordonné suivant
une forme prédéterminée. A chaque étape de tendps|dtion de cet univers se fait suivant des
regles précises. Une cellule qui est a 0 ou a gagaer (ou rester) a 0 ou 1 selon la situatiorode s
voisinage, qui peut étre formé de quatre voisind@tuit voisinsfigure 21).

Supposons que le voisinage soit formé de quatngiUne situation est définie par les chiffres 0
ou 1 de ces quatre voisins ainsi que de la cetletgrale. Cela donn€ 2 32 situations possibles. A
chacune de ces situations on fait correspondrerégle de passsage vers le nouvel état, a I'instant
suivant, pour la cellule centrale, qui passe oterasO ou a 1. Cela faif%jeux possibles. Mais on
distingue deux cas particuliers.

Figure 21: A gaucheun voisinage-4 pour un point (le rond centraljiroite un voisinage-8.

® cf. lelivre Theory and Applications of Cellular Automata S. Wolfram(World Scientific 1986).
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Premier cas : Seule la somme des voisins intervient, ainsi gueellule centrale. Lorsque I'on
prend 4 voisins, cela donne dix situations numégénside 0a 9 :

01 2 3 4 5 6 7 8 9
00 10 01 11 02 12 03 13 04 14

Chaque situation est représentée par deux chiffreseci + 2 qui est égal au numéro de cette
situation. Le premier chiffrecorrespond a I'état O ou 1 de la cellule centd@leleuxieme indique la
somme des états des quatre cellules voisines, @mtel. Par exemple la situation 14 signifie cue |
case centrale est & 1 et que les quatre voisinsasmsi a 1. Pour fabriquer un jeu, on associe a
chacune de ces situations un 0 ou un 1 pour déftat de la cellule centrale a l'instant suivash
prenant toutes les possibilités cela faftj2ux. Pour un jeu la succession de ces 0 et gesitlétre
vue comme un nombre écrit en binaire, de longu@uret que I'on peut convertir en décimal. Ainsi
chaque jeu a son propre code.

Exemples

e Code 224.Celadonne:0 1 2 3 4 657 8 9 (numéros des situations)
00 101 @1 02 12 03 13 04 14 (situations)
0O 00 0 0 12 12 1 0 0 (codeéeuwgn binaire)
0 +00H+0+0+2+2°+2 =224

Remarquons que le nombre en binaire est ordonmérgues poids croissants.

Que signifie ce jeu ? En cas de surpopulation (guatisins présents), ou en cas d'isolement (zéro
ou un voisin présent), la cellule passe ou redielarsqu’il y a deux ou trois voisins présentse un
cellule a 1 reste a 1, et une cellule a 0 restesaud dans le cas ou il y a trois voisins auquslwze
cellule a 0 passe a 1. Cela s’'appelle le jeu dela

 Code 614. Il s’agitde : 00 10 01 11 02 12 1B 04 14
O 1 0 01 1 001
2% + 2+2% + 2
Cela s’appelle la regle de parité : le nouvel éstla somme des états de la cellule centrale et de
ses quatre voisins, ramenée modulo 2.

On peut aussi prendre un voisinage de huit voiginfieu de quatre. Il existe alors 18 situations
numérotées de 0 & 17, &8 pux possibles. Comme par exemple :

« Code 261632 :

0 1 2 3 45 6 7 8 1® 11 12 13 14 15 16 17 (numéros)
00 10 01 11 02 12 03 13 04 14 05 1516607 17 08 18 (situations)
0O 0O OOOOODOOOI1I1 111 1 1 1 /(codearabe)

Si la cellule centrale est a 0 et qu’il y a au msoding voisins a 1, elle passe a 1, et si la aellul
centrale est a 1 et qu’il y a au plus trois voising, elle passe a 0. Elle reste inchangée daramitees
cas. Cela s’'appelle la regle de la majorité.

Deuxieme cas : Avec une cellule centrale entourée de quatrengiseule la somme de ces cing
cellules intervient. Cela donne 6 situations, de®) d’ou 2= 64 jeux possibles. Mais on peut aussi
prendre un voisinage formé de huit cases, on tralors 10 situations, de 0 & 9, &tj2ux.

Exemples

* Avec un voisinage-4 : code 42
012345
010101
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2 +2 + 2 =42 Onretrouve larégle de parité.

>

vec un voisinage-8 : code 992, ce qui donne

=)
«Q
(o¢]

01 2 3
0 00O

Z2°+2+2%+2° = 992, On retrouve la régle de la majorité.
Exercice 5: Programmation

1) Regle de la majorité

Partir d’'une dispositon aléatoire de 0 et de 1 damscarré de 120 sur 120. Puis utiliser le code
992 faisant intervenir la somme d’'une case et dehaét voisins. Programmer la visualisation de
I’évolution du jeu, avec les cases 0 en blancethses 1 en noir.

Le code 992 est d’abord converti en binaire craoisset ce nombre binaire placé dans un tableau
b[]. Puis a chaque point de coordonnéieg)(du carré, on associe un élément d'un tablaa(j]
contenant 0 ou 1. Au départ, ce tableau est remplhasard. La fonctiodessilf) se charge de
colorier les points en noir ou blanc, en pratiguantzoom appel@as Puis & chaque étape de
I'évolution, le carré est parcouru point par poiet,la somme des valeurs du point et de ses huit
voisins calculée. Celle-ci, par le biais du tabldfly sert a trouver la nouvelle valeur au point
concerné. Afin de ne pas faire d’interférence descanciennes valeurs, les nouvelles valeurs sont
placées dans un nouveau tableg][], et quand tout le carré a fini d’étre parcoure nouveau
tableau est envoyé dapB|[], ce qui permet de passer a I'étape suivante.

n=992;
for(i=0;i<10;i++) {b[i]=n%2;n=n/2;} /* conversion de n en binaire ascendant */
for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) p[i][j]=—and()%2;* remplissage aléatoire du carré écran */
dessin(); SDL_Flip(screen);pause();SDL_FillRectgser,0,white);
for(etape=1;etape<=20;etape++)
{ for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) /* parcours du carré point par point */
{ svoisinsetcentre=pi][j] [* calcul de la somme des voisins */
+p[(i-1+120)%120][j]+p[(i+1)%120][j]
+p[(i-1+120)%120][(j+1)%120]+p[(i+1)920][(j+1)%6120]
+p[(i-1+120)%120][(j-1+120)%12@Ki+1)%120][(-1+120)%120]
+p[il[(j-1+120)%120]+p[i][(j+1)%620];
np[i][j]=b[svoisinsetcentre];
}
for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) p[{]=np[i[];
dessin();SDL_Flip(screen);pause();SDL_FitiRscreen,0,white);
}

Avec la fonctiondessir) ou chaque cellule est représentée par un carcdtépas:

void dessin(void)
{int i,j,ii,jj;
rectangle(0,0,pas*120,pas*120,black);
for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) if (p[i]f]==1) /* coloriage des cases noires */
for(ii=pas*i;iicpas*(i+1);ii++) for(jj=pas*j;jj<pas*(j+1);jj++)
putpixel(ii,jj,black);

La régle de la majorité a comme effet d’aggloméesrpoints de méme couleur, qui étaient au
départ dispersés, en faisant apparaitre des tacives sur fond blandi§ure 22.
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A

Figure 22: Equili_bre obtenu aprés une diziane d'étapes, desdaches noires sur fonc blanc.

2) Régle de parité
Faire de méme avec la régle de parité, dont on gwalle avait deux codes possibles, 42 ou 614.

Si I'on prend comme code 42, il convient de preddreomme de la case centrale et de ses quatre

voisins, ce qui donne 6 situations possibles. lag@mme est le méme que le précédent, saut que
I'on prend 4 voisins au lieu de 8gure 23.

On peut aussi prendre le code 614, ou les situattmmsistent & ajouter la valeur de la case
centrale avec celle de la somme de ses 4 voise®s 10 situations sont notégset leur numéro est
i +2j. D’ou un programme légérement différent du prénéde

n=614;
for(i=0;i<10;i++) {b[i]=n%2;n=n/2;}
for(i=59;i<61;i++) for(j=59;j<61;j++) p[i][]=1;
dessin(); SDL_Flip(screen);pause();SDL_FillRectgser,0,white);
for(etape=1;etape<=50;etape++)
{ for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++)
{ svoisins= p[(i-1+120)%120][j]+p[(i+1)%&D][j]
+p[il[(-1+120)%120]+ffij+1)%120];
np[i][i]=b[2*svoisins+p[i[i]l;

for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) p[l]=npli[];
if (etape%1==0) {dessin();SDL_Flip(screemype();SDL_FillRect(screen,0,white);}

Figure 23: Une étape lors de I'évolution de la régle detgari
3) Regle du voisin unique

Partir d’'un point, ce qui simplifie la programmatiaar la forme obtenue ne va faire que grossir.

On applique la régle : une place vide (& 0) se rim(pe met & 1) si une et une seule des cases
voisines est a 1.

1) Faire cela dans un voisinage-4, apres avoir déteé le code de ce jeu.
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00 10 01 11 02 12 03 13 04 14
0O 11 101 0 1 0 1
2+2+2 + 2 + 2 + 2 =686.

La régle du jeu fait progressivement grossir lanf®rau voisinage de sa circonférence, car les
points déja coloriés en noir le restent définitiestn Le programme est analogue a ceux faits
précédemment, le résultat est donné sfiglae .

2) Faire de méme dans un voisinage-8.

00 10 01 11 02 12 03 13 04 14 05 1516607 17 08 18
0111 010101 00110101
2+34+2 + 2+ 2 + 2 + 2' 4+ B+ P+ P =174766

3) Faire de méme dans un voisinage hexagonal. Comorért un tel voisinage hexagonal a
partir d’'une grille carrée de points ? Il suffit g@endre les points de deux en deux horizontalement
et verticalement, en pratiquant en plus un décaldge cran toutes les deux lignes horizontales de
points (figure 24).

Figure 24: Voisinage hexagonal

A la différence des programmes précédents, quaifis intervenir un tableap[][] avant de
passer au dessin, un programme purement graphajueieux adapté au cas actuel. A chaque étape
de I'évolution, on parcourt une zone carrée da#igdcou les pointsxg, ye) sont pris de deux en deux
(soit une distance enre eux depgag, avant de faire un décalage d’'un cran toutesléas< lignes,
afin d’obtenir les points écramd ye) du réseau hexagonal. Puis pour chacun des pwntgoloriés
de ce réseau, on prend son voisinage hexagorgll'@h ne lui trouve gu’un seul voisin déja colari
on colorie le point. Les points ainsi coloriés (eir dans le programme qui suit) & chaque étape ont
leurs coordonnées enregristrées dans des tabtfayl avant d’étre coloriés a leur touigure 25.

filldisc(60*pas,60*pas,pas,black); SDL_Flip(scregause(); /* point initial */
for(etape=1;etape<=30;etape++)
{compteur=0; /* compteur des nouveaux points en noir a chaqapest/
for(xx=2*pas;xx<120*pas;xx+=2*pas) for(ye=2*pps<120*pas;ye+=2*pas)
{if (ye%(4*pas)!=0) xe=xx+pas; else xe=xK; coordonnées (xe, ye) du réseau hexagonal */
if (getpixel(xe,ye)==white)/* seuls les points non coloriés nous concernent */
{ cvoisin=0;
if (getpixel(xe+2*pas,ye)!=white)@sgin+=1; /* comptage du nombre de voisins */
if (getpixel(xe-2*pas,ye)!=white) @gin+=1,;
if (getpixel(xe+pas,ye+2*pas)!=whitvoisin+=1;
if (getpixel(xe+pas,ye-2*pas)!=whiwvoisin+=1;
if (getpixel(xe-pas,ye+2*pas)!=whiwvoisin+=1;
if (getpixel(xe-pas,ye-2*pas)!=whiwvoisin+=1;;
if (cvoisin==1)/* régle du voisin unique */
{ Xx[compteur]=xe;y[compteur+je; }

}
for(k=0;k<compteur;k++) filldisc(x[k],y[Kk],pablack);
SDL_Flip(screen);pause(J* surtout ne pas effacer d'une étape a la suivante
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Figure 25: La régle du voisin unique, avec un voisinage-gauche un voisinage-&u centre et
un voisinage hexagonaldroite

4) Programmer le cas ou le point central intervientea la somme des valeurs de ses 8 voisins,
les situations étant notées ij. Essayer en paiticule code 736, a partir d'un agglomérat
guelcongue. On observera un mélange d’ordre etédemdre (figure 26).

n=nombre;
for(i=0;i<18;i++) {b[i]=n%2;n=n/2;} /* conversion du nombre en binaire */
for(i=55;i<65;i++) for(j=55;j<65;j++) p[i][j]=@nd()%2;/* petit conglomérat initial de cellules */
for(etape=1;etape<=140;etape++)
{ for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) /* parcours cyclique d'un carré de 120 sur 120 */

{ svoisins=p[(i-1+120)%120][j]*+p[(i+1)%IA[j]
+p[(i-1+120)%120][(j+1)%120]+p[(i+1) %120} 1)%120]
+p[(i-1+120)%120][(j-1+120)%120]+p[(i+1)2R0][(j-1+120)%120]
+p[i][(-1+120)%120]+p[i][(j+1)%6120];

np[i][i]=b[2*svoisins+p[i][i]l;

for(i=0;i<120;i++) for(j=0;j<120;j++) p[{il=np[i][];

dessin();

Figure 26 : Apparition d’'une forme vaguement circulaire, grissant peu a peu, avec un certain
ordonnancement dans la zone centrale.

Exercice 6 : Arithmétique d’'un automate cellulairen une dimension

Sur un segment de longueur N, dont les extrémitdiscyliques, considérer la régle simple ou la
valeur en une case est la somme de ses deux vaomimsnée modulo 2. Chaque configuration peut
s'écrire sous forme d’'un mot de longueur N & basédt de 1. Par exemple s'il y a un 1 dans les
cases 0 et 2 seulement, pour N = 5, la configuragtécrit 10100. On peut aussi bien écrire cette
configuration sous la forme d'un polyndme de delré- 1 au plus, écrit suivant les puissances
croissantes. Pour 10100, le polyndme est  4prur 11111 c’est 1 + x +>+ x> + x*.Remarquons
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que les polynébmes associés aux configurationsomst leurs coefficients égaux a 0 ou 1 (ils sorg pri
modulo 2).

1) Partir de la configuration ou le polynéme es{sbit un 1 dans la case 0, le reste étant a 0).
Montrer que la configuration suivante s’obtient emltipliant le polynéme initial par (x + %
modulo X — 1, c’est-a-dire en remplacart par 1.

A cause de la regle de voisinage, la configurati®0...00 devient 0100...01, ou encore le
polyndme initial 1 deviert +x "V = x + x™.

2) En gardant la méme configuration initiale 1, tnenque la configuration obtenue a I'étapest
(x + xH" Plus généralement, en prenant une configuratidiale quelconqueP,, montrer que la
configuration & I'étape estPy (x + x™)".

On vérifie aisément qu’'une configuration quelconBugevient a I'étape suivani(x + x*). Si la
confiurationP a un 1 en position soitx, cele donne (x ™ +x %), et s'il y a aussi un 1 en positign
cela donned (x™ + x*1), et la nouvelle configuration s’obtient par adiit soit

i-1 i+1

X (x ™+ x ™) +x x™ + x ™), car le fait de travailler modulo 2 régle les Igéames
d’interférences. Par exemple Ix%devientx® + x°, ou encores + X" + x + X> en prenant séparément
chacun des deux termes, et cela fait Bt x°. On obtient donc I'évolution suivante :

R- R(x+x") - B(x X)(x x)= K * X)°~ R x H°- ..
et & 'étapen : Po(x + X",

3) Pourquoi I'évolution de I'automate finit-elle pdevenir périodique ?

Parce qu'’il existe un nombre fini de configuratioas qu’il est donc sir qu’au bout d’un certain
temps on va retomber sur une configuration déj&ral#, ce qui va former une boucle parcourue
indéfiniment.

4) Développer (x +X)" suivant la formule du binéme. Puis en admettamt kgs combinaisons
C:a ramenées modulo 2 sont nulles pour 0 < k ¥e? égales a 1 pour k = 0 ef,® calculer

(x+ x‘l)2a . pour a> 0. Traiter le casou N = 7.

(X+xX)"=X+C X%+ G X+ ¢ X°+..+ X". Notamment :
(x+xHZ7 = + x7 [XN-1]

PourN = 7, on a bien I'évolution

Lox+X o B+ X o x+ R+ X+ X5 R+ X0 R+ 4+ o+
SX+EFXRHXH X S 1+ X%+ B+ X+ X+ X o X

1 pour démontrer cette propriété, partons de laioelaéduite de la formule des combinaisons, soit
ck :Ec:_‘ll ou kCr‘j = n(;‘j_‘ll. Appelongg le pdcd den etk, soitn =n; g etk =k; g, avec n etk; premiers entre
eux. On en déduik, ¢ = n G Ainsin, = n/g divise k, C¥ tout en étant premier aviec Doncn/g divise C.

Notamment avec 0 k< 2, C;a est divisible par 2/ pged(2, k) = 22 /29 avecq < a puisquek < 2, ainsi C;a est
un nombre pair, égal a 0 modulo 2.
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On constate que pour les configurations numérotégsartir de la configuration 0 par les

puissances de 2 égales a 1, 2, 4, 8, on trouveXBienx? . On constate aussi gue dans le cas présent
l'indice d’entrée dans la boucle est 1, et quefaleur de la période de la boucle est 7.

5) On appelle sous-ordre S de 2 modulo N impéér puissance de 2 d’exposant positif minimal
tel que 25 =+1 [N]. Par exemple pour N = 7, S est égal & 3, a2 1 [7]. En déduire que le
phénomeéne périodique a une période qui divise 2. Vérifier cela pour les nombres N premiers
impairs 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,'31.

Comme on 'a vu au 4%x+ x1)% =x + x2°= ¥+ x'= % x. On avaitx +x * & 'étape 1 en
partant de la configuration 1 et on retrouve cel#tape 2. La période est donc égale &-21, ou &
un diviseur de 2— 1. On vérifie expérimentalement que la périostepeécisément égale 8-21 pour
ces nombres premiers :

nombre sous- ||période
premier ordre

3 1 1
5 2 3
7 3 7
11 5 31
13 6 63
17 4 15
19 9 511
23 11 2047
29 14 16383
31 5 31

6. Annexe : Tracé d’équipotentielles

L'objectif est de dessiner, par exemple autour duorme corallienne, des courbes dites
équipotentielles. Pour comprendre ce dont il s;dgiaginons des charges électriques disposées sur
une courbe fermée avec un potentiel uniforme. €aieréent un champ électrique dans la périphérie
de la surface, avec un potentiel qui décroit loestion s'éloigne de la surface. Les lignes d'égal
potentiel sont appelées équipotentielles. Par gi@lavec I'électrostatique, on retrouve cette motio
de potentiel dans de nombreux phénoménes physigatsnment le phénomene d’agrégat que I'on
vient de voir, ou les particules sont plus attirdass les zones ou les équipotentielles présedeant
pointes ayant une forte courbure.

6.1. Conditions aux frontiéres
Dans ce genre de probléme, les conditions auxifn@® sont essentielles. Nous supposerons que

les courbes qui constituent les frontiéres intégeet extérieure de la zone concernée forment deux
équipotentielles qui sont données et fixes, le maky valant 0 sur l'une et 1 sur l'autre. Il reste a

' On admettra que tout nombre premier aMemdmet un ordr® et un sous-ordr8, tels que 2= 1 et 2 = +1,
ces puissances étant minimales. Il arrive soit §#eO et soit queS = O/2. Comme 2 est premier avec tout
nombre impair > 1, 2 admet un sous —orgre

12 pour plus de précisions, voir I'étude faite parMartin, A. Odyzko et S. Wolframintitulée Algebraic
properties of cellular automatadans le livreTheory and Applications of Cellular Automade S. Wolfram
(World Scientific 1986
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savoir ce qui se passe entre ces deux équipotestidtrécisons que l'on peut aussi avoir des
frontiéres ou le potentigl est connu, mais n'y est pas constant.

6.2. Equation de Laplace

Dans les cas les plus courants, la fonction pakativérifie I'équation de Laplace, soit en deux
dimensions aveg(x, y) :

2 2
g—f +g—f =0, ou interviennent les dérivées secondeg dar rapport aux variablesety.
X y

La résolution de cette équation, avec ses conditiax frontieres, donngen chaque poink(y).
On aura ensuite les équipotentielles en joignarg tes points ayant le méme potentiel.

6.3. Résolution discréte de I'équation de Laplace&@ce a une grille carrée

La zone ou I'on cherche le potentiel est découpigeust une grille a mailles carrées de citgs
Ay. Un pointP de coordonnées,(y) de cette grille a quatre voisins dans les quaditiections : est
(E), ouest (W), nord (N), sud (S). La dérivée essirailiée a une différence finie, en bonne

approximation six est suffisamment petit. Ains%2 est proche deﬁA_—¢P a droite et d ¢PA Pu
X X

a gauche. Comme ces deux valeurs ne sont pas égalgénéral, on fait une moyenne en prenant

Pe —Pw
20X

Passons a la dérivée secongdfed / dx*, considérée comme la variation de la dérivée mremi

0%p _ 5(5¢) (¢E o Po— ¢w) _Pe—20:+9,
e ax dx AX Ax 'AX A X

rapportée alx :

L'équation de Laplace devient :

¢E _2¢P+¢W+¢N_2¢P+¢S: 0, soit
b =30+ B+ B0+

Ainsi la valeur du potentiel en un poiRts'obtient simplement en faisant la moyenne durpiatie
de ses quatre voisins.

On est ainsi ramené a résoudre un systéme d'énsiatiomme dans |I' exemple deigure 27ou
les frontiéres sont un carré de potentiel O ains Bp point central de potentiel 1. Les huit points
intérieurs de la grille ont un potentiginconnu, mais qui obéit aux huit équations :

1 1
¢11:Z¢12+ 4¢21
1 1 1
=g t—@ . t—
¢, 4¢11 2 2
1
4

P =£¢12+ [/

4
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Figure 27: Le potentiel est connu aux frontieres (rondsrg)oet inconnus aux huit points
représentés par de petits carrés.

6.4. Méthodes pour résoudre un systéme d'équations

Les méthodes classiques, comme celle du pivot dssGau ld.U (lower uppeJ décomposition
de Khaletski (ou Cholevsky) deviennent lourdes agiés le nombre des équations et des inconnues
dépasse quelques centaines. Aussi préfére-t-on noéhodes itératives qui travaillent par
approximations successives, en se rapprochant peu ée la solutioff On distingue deux méthodes
itératives, celle de Jacobi-Richardson, et celle€Gdeiss-Seidel. La seconde fonctionnant, de facon
inespérée, en mode séquentiel, c’est elle que ctmisissons.

La méthode de Gauss-Seidel consiste, lors du parcteula grille de gauche a droite en allant de
haut en bas, a remplacer g™ au pointi, j & I'étapek — 1 par les nouveauy® aussitot, sans
attendre la fin du parcours. Dans la grille ddigare 28 toute une partie a déja été calculée pour
I'étapek quand ce qui reste a parcourir est encore adétapl.

valeurs déja calculées a 1'étape k

—0 valeurs de I'étape k-1

NN

Figure 28: Calcul séquentiel par la méthode de Gauss-Seidel

Cela donne des équations de la forme :

k-1
w95 + L) + 45+ 45

¢i,j 4

Que se passe-t-il exactement ? Progressivementialesrs exactes et fixes des frontiéres, les
seules a étre justes au début du processus, diffaséntérieur de la grille a partir des poinisiés
prés des frontiéres. Cette évolution vers des vsilda plus en plus proches des valeurs exactes est
plus ou moins rapide.

On peut accélérer le processus de convergencgoetamt un phénoméne de relaxation. On se

donne un certain facteur de relaxatioi®n commence par le méme calcul que précédemetefan
noteg;“* le résultat. Puis on renforce le changement engnt :

o =47 +r @ -4 )

Si l'on fait r = 1, on obtientp;® = ¢;**, et l'on retrouve la méthode de Gauss-Seidel sans
relaxation. Si I'on faitr = 2, on trouve g; © < 0™ ¢;*P, ce qui provoque un effet dmost

13 Cest d’autant plus appréciable si la figure sdleitpetites variations, quelques itérations suffipeur avoir
les nouvelles équipotentielles
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souvent trop élevédans le rapport deux pour un. Aussi prend-on erémgérune valeur de
intermédiaire, comme 1,6. La rapidité de la congrog s'en trouve nettement augmentée.

6.5. Algorithme

Prenons I'exemple d'une frontiere extérieure caandse deux obstacles intérieurs en forme de
cercle. La grille carrée est numérotée delORorizontalement, ainsi que verticalement versds. b
Les valeurs du potentiel sont en fait des indieesalleurs prises dans une palette, par exempie ent
0 et 767. Pour tous les points de la bordure eatkrmpotentielcolor[i][j] est mis a la valeur extréme
767, dans les deux disques il est mis a 0, etuadlld est mis au hasard entre 0 et 767. On a ainsi
déterminé les conditions initiales.

Puis on lance une boucle, ou a chaque étape ooyatintérieur du carré avecetj entre 1 et
L — 1, en évitant la bordure ainsi que les deuxudiscqqui conservent leur potentiel. En chacun des
points on fait la moyenne des quatre voisins, d\ajonction d'une relaxation. Pour éviter les
erreurs d’'arrondi lors des divisions par 4, on drées indices de couleurs en flottants, avnt de les
convertri en entiers pour le dessin. Les pointd'idérieur sont ainsi coloriés avec une couleur
proportionnelle a la valeur du potentiel. L'évabmtidu dessin permet de juger de l'avancée de la
convergence. Lorsque la figure reste stable, ogteata boucle. Avec une grillécolor[i][j] de 400
sur 400 nombres flottants, le processus demandgra@n500 étapes avec une relaxation forte. On
aboutit au programme suivant :

palette();/* on utilise ici une palette de 768 couleurs, nuotées de 0 a 767 */
rf=1.8; /* facteur de relaxation */
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) icolor[i][j]=ra nd()%768;* couleurs au hasard */
rectangle(0,0,L,L,couleur[767])%* couleur 767 sur la bordure carrée */
j=0;for(i=0;i<=L;i++) icolor][i][j]=767;
j=L;for(i=0;i<=L;i++) icolor[i][j]=767;
i=0;for(j=9;j<=L;j++) icolor[i][j]=767;
i=L;for(j=9;j<=L;j++) icolor[i][j]=767;
cx1=2.*L/3.;cyl=L/4; cx2=L/3;cy2=2*L/3./* centres des deux cercles */
filldisc(cx1,cyl1,50,couleur[0])f* disques de rayon 50 mis a la couleur 0 */
filldisc(cx2,cy2,50,couleur[0]);
for(i=1;i<L;i++) for(j=1;j<L;j++) if (getpixel(i,j)==couleur[O])
icolor i][j]=0;
dessin();SDL_Flip(screen);pause();
for(etape=1;etape<=500;etape+#)boucle des étapes */
{ for(i=1;i<L;i++)for(j=1;j<L;j++)
if ((i-cx1)*(i-cx1)+(j-cyl)*(j-cyl)> 50*50 && (i-cx2)*(i-cx2)+(j-cy2)*(j-cy2)> 50*50)
{oldicolorfi][j]=icolor]i][j];
icolor[i][j]=(icolor[i+1][j]+icolor[i-1][ jJ+icolor[i][j+1]+icolor[i][j-1])/4.; /* moyenne */
icolorfi][jJ=oldicolor]i][j]+rf*(icolor[i ][j]-oldicolor[i][j]); /* relaxation */
if (icolor[i][j]>767) icolor[i][j]=767; /* en cas de débordement */
else if (icolor[i][j]<1) icolor[i][j]=1;

}
dessin();SDL_Flip(screen);
}
void dessin(void)
{intij;
for(i=0;i<=L;i++) for(j=0;j<=L;j++) putpixel(ij,couleur[(int)icolor[i][jI]);
}

Les résultats sont donnés sufitpre 29 et sur ldfigure 30pour une forme coralienne.
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Figure 29: A gauche le dessin initialau centrel’équilibre obtenu aprés 500 itérations et un
facteur de relaxation de 1,8, droite le résultat obtenu sans relaxation apres 500tibés pour
constater qu’on on est loin de I'équilibre, seulatr@btenu au bout de 3000 itérations.

Figure 30: Equipotentielles en niveaux de gris autour d’torene corallienne, la frontiére externe
étant un cercle.

Il convient de bien régler le facteur de relaxatio&n le prenant trop grand, de l'ordre de 2 et des
poussiéeres, la vitesse est forcée au point qumlEpsus s'emballe et que I'on rate la convergénrce.
asssite alors a une explosion de la divergencedéhut les équipotentielles se forment dans la
direction sud-est, ce qui est normal puisque leécast parcouru de gauche a droite et de hauten ba
Au fil des itérations, les défauts se multiplieat,donnent lieu a des figures évoquant nombre de
phénoménes naturels, mais qui ici n'ont aucunétéésihon d’indiquer que la méthode est devenue

faussefigure 31).

Figure 31: Explosion de la divergence, pour deux disquemetfrontiére carrée.



