Angles, Orientation
Enveloppe convexe

On distingue deux types d'angles, les angles nani#s et les angles orientés. Un angle non
orienté s'écrit le plus souvent en degrés, comme [gs angles d’un triangle (la somme de ses angles
vaut 180°), et il est compris entre 0 et 180°. Damsontexte, en se placant dans un triangle rgletan
le cosinus d’'un angle est le coté adjacent divasd’pypoténuse, et le sinus le c6té opposé dipee
I’hypoténuse.

Un angle orienté s’écrit plutbét en radians et ilissur le cercle trigonométrique, un cercle dgora
1 et de centr®© (origine d’'un repere orthonormé du plan), sur &gest défini un sens positif (ou
direct) qui est le sens inverse des aiguilles dimoatre.
L
B N_ Ainsi placé dans le cercle trigonométrique, I'anghgenté de vecteurs
M (OA, OM) a pour mesure en radians I'arc orieAtd. Mais lorsqu’on part
r de A pour arriver erM en circulant sur le cercle, on peut faire quelques
ol A tours complets supplémentaires dans un sens ou’datrs, et il existe une
Kj infinité d’arcs possibles. Comme la longueur duwcleeest 2, I'angle est

défini a Xz prés (avek entier positif ou négatif).

Rappels de trigonométrie

4 Appelonsa I'angle (OA, OM). Avec le pointM qui se projette ehl et
B K sur les axe®©x et Oy, on a par définition :

K M o o
- cosa= OH et sina= OK,

O] H/A
\/ ces deux mesures algébriques étant comprises-érgtet1 (selon que
H est a droite ou & gauche @eet de méme poug). *
By ¢

Dans ces conditions le poikt a pour coordonnées : (cassina).

Nous verrons plus bas ce qu’est la tangente d’gtean

Longueur d’'un arc

Grossissons le cercle trigonométrique en prenameuncie de rayomr.
Avec un anglea = (OA, OM), le pointM a maintenant pour coordonnées
(R cos a, R sin a). Et en supprimant les probléemes d’orientation, la

M
@A A longueur de 'aré\M estR a

R

1 En supprimant les problémes de signe, on retréanggfinition du cosinus et du sinus pour un angle
orienté : il suffit de se placer dans le triangletangleOHM.



Exemple 1

Dans le repére de I'écran, on dispose un cercleed&eO (xorig, yorig) et de rayorR, et I'on
place sur ce cercle des points régulierement esgiedacon a obtenir un polygone régulier, comme
ci-dessous pouX = 5 points. Pour avoir les coordonnées de cegqain fait ce petit programme :

for(i=0 ; i<N ; i++)
{ X[i] = xorig + R*cos(2.*pi*i/(float)N ;
y[i] = yorig — R*sin(2.*pi*i/(float)N ;

Exemple 2 : Eratosthéne et la sphere terrestre

Voici comment, il y a deux mille trois ans en Egypt
/ Eratosthene mesura le rayon de la Terre. |l awis@té qu'a

Assouan (qui s’appelait Syene a I'époque), le phursolstice
d'été, a midi, le soleil était exactement a laieate. En effet,

S/A/ a cet instant-la précisément, le soleil éclairaitféond d’un
puits.

Au méme moment, a Alexandrie, ville distante delques
800 km, et sur le méme méridien qu’Assouan, leilsétait
aussi au plus haut dans le ciel, mais faisait dveerticale un
anglea que I'on pouvait mesurer, soit 7,2° dans le ca&sgmt, ou 7,z / 180 radians. Pour avoir le
rayon R de la Terre, il suffisait de faire 800 Ra et d’en déduireR. Eratosthéne trouva ainsi la
circonférence de la Terre, de 'ordre de 40 050 &vec une erreur de I'ordre de 50 Km.

Angle d’'un vecteur avec I'axe horizontal

Aq Connaissant deux poing et A; par leurs coordonnées dans un
:’ iy repére plan, comment avoir I'angle orienté que laitecteurAyA;
Ap avec l'axe horizontal, c’est-a-dire I'angle qui d& I'horizontale
dx tracée a partir dg jusqu'aA A, ?

Pour le calculer, nous allons utiliser la tangeted’angle, qui est liée au rapport entre la variat
verticale dy (nombre positif ou négatif) et la variation horitale dx correspondante (elle aussi
positive ou négative selon les cas de figure.

Par définition, la tangente d’'un anglesoit tana, est égale a :

T sina/ cosa, ou encore égale AT (voir dessin ci-contre du cercle
trigonométrique de rayon 1). Lorsqu’un angle vage-x/2 an /2, sa
tangente varie dex- a 4. Inversement, pour une tangente donnée

A (c’est-a-dire un poinfT donné), il existe deux angles: si 'un @st
l'autre esta + .

2 A ce sujet, et de bien d’autres, on pourra livecaprofit les trois volumes de [ivilisation grecque
d’André Bonnard, un des rares livres sur le sujghe soit pas une apologie oiseuse de I'Occident.



La fonctionatan(ou Arctan), inverse de la fonction tangente, prend commialikr un nombre qui
est la tangente d'un angle et raméne I'angle cpordant, en choisissant celui qui est compris entre
—/2 an/2. Par exemplérctan 1 est I'arc (ou I'angle) dont la tangente vaud'dy Arctan1 =n/4.

Nous allons calculer I'angle orienté @gA; avec I'axe horizontal, en degrés de préférence. Sa
valeur sera comprise entre 0° et 360°. Pour celadétermine la variatiodx horizontale et la
variationdy verticale. On traite d’abord le cas ou la tangel@&angle n’existe pas, lorsqde = 0, ce
qui donne soit 90° soit 270°. Puis on calcdigdx. Au cas oudx et dy sont positifs,dy/dx est
I'arctangente de l'angle cherché, en radians (ebte¢z/2). Il suffit de le multiplier par 18@/pour
I'avoir en degrés. Mais si 'on@x > 0 etdy < 0, I'arctangente précédent donne un angle négjatié
—n/2 et 0. On doit lui ajouter un tour complet de 366ur avoir sa valeur dans la zone entre 0 et 360.
Enfin si dx est négatif, on doit ajouter a I'arctangente (cosnpntre #/2 et +1/2) un demi-tour de
180°. D’ou le programme donnant I'angle en degreés :

float angle(int x0, int yO0, int x1, int y1)
{ float a, dx, dy;
dx=x1-x0; dy=y1-y0;
if (dx==0.) if (dy>0) a=90.; else a = 270.;
else a= atan(dy/dx)*180./pi;
if (dx>0. && dy<0.) a+=360;
else if (dx<0.) a+=180.;
return a;

}
Exercice 1 : Construction d’'un polygone simple antiade N points

Un polygone simple est un polygone qui délimite suméace, ses c6tés ne se recoupent pas, et il
peut avoir des angles saillants ou rentrants. Déngontexte de I'exercice, N points sont donnés.
Trouver un chemin en forme de polygone qui paseelpEcun de ces points une fois et une seule et
revient au point de départ, sans jamais que lesneegs tracés entre les points successifs ne se
recoupent. On appelle cela un chemin polytonal Erfgrmé.

Polygone simple Polygone non simple

Voici une premiéere proposition de méthode. On ¢hais des points comme point de départ, soit
Aq. Puis, en prenant touts les autres poitson détermine I'angle deld - 1 vecteursA, A, avec
I'horizontale. En classant ces angles par ordréssant, ainsi que les poings correspondants, la
jonction de ces points dans cet ordre, commencantAp pour revenir enA, donne un chemin
polygonal simple. Mais cela est faux. Il peut efeteirriver que certains polygones se recoupent,
comme dans I'exemple suivant :

3

A partir du point 0, les autres points classésrséors angles croissants
avec I'horizontale (entre 0 et 360°) sont 1, 3L@rsque 'on joint les points
dans 'ordre 0 1 3 2 0, on trouve un polygone rimpke.

2

Rectifions I'algorithme. On est amené a prendreeletre de gravit& desN points, puis a classer
les N vecteursGA; selon leurs angles avec I'horizontale. En tourmanibur du centre de gravité dans
I'ordre des angles croissants, il n'y a plus au®goupement.



cumulx=0; cumuly=0;
for(i=0;i<N;i++) { p[i]=i; x[i]=200+rand()%400; y[i]=100+rand()%4(
cumulx+=x[i]; cumuly+=yfiJ;

}
xg=cumulx/N; yg=cumuly/N;
for(i=0;i<N;i++) alpha[i]=angle(xg,ya.X]i],yli])
for(i=0;i<N-1;i++) for(j=i+1; j<N; j++)
if(alphali]>alphalj]) { aux=p[i]; p[i]=p[il;p[]=aux;
auxf= alphali]; alpha[i]=alpha]j]; alpha[j]=aw

}
for(i=0;i<N; i++) line(x[p[i]].y[p[il].x[p[(i+1)%N]].y[p[(i+1)%N]],rou ge);

Comment distinguer la gauche de la droit ?

Dans un plan, lorsque I'on trace un vecteur, ou dnoie orientée, comme un rayon lumineux
plan est partagé en deux dgmans, I'un a gauche et I'au a droite.Pour faire la disnction entre
gauche et droite,routilise la régle du détermini, que voici.

Soit trois pointsPy P; P,, dans un repére thonormé direct (on passe @x a Oy en tournant de
+n/2). Le pointP, esta gauche du vectelP,P; -on regarde dé, versP;, si e seulement si le
déterminantdxl. dy2 —dyl. dX2 des vecteur®,P,(dx1, dyl) etPP, (X2, dy2) est positif, et & droit
dans le cas contraifeRappelons qu'avec les poirPg (X, Yo), P1 (X1, Y1), P2 (X2, YV2) donnés par leurs
coordonnées, on a:

dxl =X, —Xo, dyL =y1 —Yo €t dX2 =X, —Xo, dy2 =Y, —Yo

0
pg,
VPI
. P2
- Pl

Ici P, est & gauche d&P; (ou encore le trianglP, P; P, est direct, on parcourt le cher PyP;P,
en tournant dans le sens inverse des aiguilleseduontre’

% Appelonsa; I'angle que faitPyP; avecOx eta, celui dePyP,, et notondll etd2 les longueurs de ces de
vecteursP, est a gauche du vectePyP; ssi I'anglea, —a; est compris entre O @ ou encore sila, —a;)>0. Or
2= dy2 0 _ it dh2_ déterminant

d2 di di1 d2 did2

Remarquons que le déterminant des deux vectdPyP; suivi de Py P,) est aussi le produit de let
longueursdl etd2 parle sinus de I'angle qu’ils font entre eux (PoP; versPoP,). Il s’agit aussi de l'aire
(algébrique, avec un signe + oudu parallélogramme constitué par les deux ves.

sin (@, —a;) = sina, cosa; —sina; cos



On en déduit la fonctiogauch€) qui raméne oui ou non selon que le triarigy®, P, est direct:

int gauche (int x0, int y0, int x1, int y1, int x@t y2)
{ dx1=x1—- x0;dyl=yl—-y0;dx2=x2 —x@y2 =y2 —-y0;
det= dx1*dy2 — dy1*dx2 ;
if (det>=0) return OUI; /ici 'alignement est considéré comme a gauthe
return NON;

}

Selon les besoins, ce programme sera raffiné penir tompte des problemes d’alignement.
Remarquons aussi que dans le repéere écran quilestie nos ordinateurs, avec I'axe gafirigé vers
le bas, le résultat est inversé : avec le détembipasitif, le pointP, est maintenant & droite &gP,,
mais si I'on remplace le vecteur par la droite (moentée) PoP;), le pointP, reste quand méme a
gauche de la droité>¢P;) lorsqueP; est au-dessous &g comme sur le dessin ci-contre.

PO
P2

Comment savoir si un point est a I'intérieur d’un tiangle ?

Considérons un triang&BC supposé orienté dans le sens direct. Cela entyaiea le parcourant
dans le sens inverse des aiguilles d’'une montme,irgérieur est toujours situé a gauche. Ainsi un
point| sera intérieur au triangle s'’il est a gauche duer@AB, & gauche dBC et & gauche deA.

Comment savoir si deux segments se coupent ?

Deux segmentsAB] et [CD] se coupent sh etB sont de part et d’autre @D, et siC etD sont de
part et d’autre d&B. Remarquons qu'une seule de ces deux conditiass pas suffisante.

Comment savoir si un quadrilatére est convexe ?

Considérons un quadrilatére dont les sommets ssitcesnt numérotés 0 1 2 3. |l est dit convexe
si ses angles sont tous saillants (entre 0 et 18@°jui signifie que ses diagonales 02 et 13,
considérées comme des segments, se coupent. €@t Ipropriété caractéristique. Il n’en est pas de
méme pour un quadrilatére non convexe, comme ¢uneht les dessins suivants :

1 1 2
1
2 (quadrilatéres en noir,
0 ; diagonales en rouge)
3 3 3
convexe simple non convexeon simple (crois€)

Voici un petit programme qui permet de construinequadrilatere convexe au hasard (de sommets
xq] et yq[]), grace a la fonctiorconvex€ qui raméne oui (1) ou non (0) selon que les ssgs
diagonaux se coupent ou ne se coupent pas :



[* programme principal */

do {for(i=0; i<4; i++) {xq[i]= rand()%6200+100; ¢fi]=rand()%200+100; }

while (convexe()==0);

tracer le quadrilatére avec les lignes des pointsl de1a2,de2a3etde3a0

int convexe(void)

{ float detl,det2,det3,det4;
det1=(xq[2]-xq[0])*(ya[1]-ya[O])-(ya[2]-ya[0])(xa[1]-xq[O]);
det2=(xq[2]-xq[0])*(yq[3]-ya[0])-(ya[2]-ya[0])(xa[3]-xq[0]);
det3=(xq[3]-xq[1])*(ya[0]-ya[1])-(yal3]-ya[1])(xq[0]-xq[1]);
det4=(xq[3]-xq[1])*(ya[2]-ya[1])-(yal3]-ya[1])(xa[2]-xq[1]);
if (detl*det2<0 && det3*det4<0) return 1;
return O;

}
Exercice 1 : Triangulation de polygones simples

Avec ses angles saillants et rentrants, un polygimele posséde une surface intérieure et c’est
elle que nous allons découper en triangles. Uaadtilation du polygone est un ensemble de triangles
dont les sommets sont aussi des sommets du polygiogai forment une partition de sa surface
intérieure. L'idée de I'algorithme est d’enlever wiangle correspondant a un angle saillant, ses de
cOtés étant des cOtés du polygone, puis de recooanavec le polygone simple amputé de ce
triangle. Mais cette idée qui consiste a rognebtesses, a couper tout ce qui dépasse, est falasse,
la mesure ou il peut arriver qu’un triangle possadetrou. Aussi doit-on raffiner I'algorithme. Neu
allons définir la notion de protubérance.

> B

on peut enlever le triangle rose on nd pas I'enlever
Protubérance

Il s’agit d’'un sommet entouré de ses sommets voisinsl eti + 1 (modulo le nombré&l de
sommets su polygone) tel que le triangle ainsi &ait toute sa surface intérieure au polygonenSi u
angle rentrant ne donne jamais une protubéranceangfe saillent ne donne pas forcément une
protubérance, comme on vient de le voir. Un somthetpolygone est une protubérance si et
seulement si I'angle est saillant et que le triaragisocié ne contient aucun autre sommet du patygon
L’algorithme de triangulation consiste a couper pgstubérances, les unes apres les autres. On
admettra les propriétés suivantes : tout polygamgle admet une triangulation. Si son nomhirde
sommets est supérieur ou égal a 4, il admet ausyaénx protubérances non consécutives. Toute
triangulation d’un polygone simpleNisommets est formée @i 2 triangles.

Algorithme

On part d’'un polygone Bl sommets, ceux-ci étant numérotés deND-&l lorsque I'on parcourt le
polygone dans le sens direct. Puisque la trianignladonneN - 2 triangles, la grande boucle du
programme est répétéé- 2 fois. A chaque fois, en tournant sur le contdurpolygone a partir du
premier point, on cherche la premiére protubéramceie, ce qui donne un triangle, puis on I'enléve,
et on recommence avec le nouveau polygone, quedessn sommet de moins que le précédent. A
chaque étape, on gere un tabledli contenant les sommets des polygones successifsest ce
tableau de longuedr décroissante que I'on parcourt pour trouver larpéee protubérance, que I'on
enleve ensuite. Comme dans I'exemple suivant guMtat I'évolution du tablead\] :



étape 0: 012345 =6 (=N)
étape 1: 12345 L =5
étape 2: 1345 L=4
étape3: 345 L=3
étape 4 : 45 L=2

Programmation

En conditions initiales on se donne les coordonix§kest Y[] des sommets du polygone, ceux-ci
étant numérotés de OM - 1, puis on remplit le tablead] avec les numéros des sommets du
polygone, de 0 &l - 1, sur une longueur = N. Les indices des cases du tabldfuseront appelées
indices de sommets. Le programme principal se rédiuis a :

for(i=0;i<N;i++) A[i]=i; L=N;
for(i=0;i<N-2;i++) { indiceprotu=chercherproty()creertriangle(); enleverprotu(); }

Passons aux fonctions :

int chercherprotu(void)

{ inti;
i=0; while (protu(i)==NON && i<L) i++;
return i;
}
int protu(int i) /*i est un indice de sommet et non pas un sorfimet
{inta,b,c,j;

a=A[(i-1+L)%L]; b=A[i]; c=A[(i+1)%L]; /*a, b, csont des numéros de somntéts
if (triangledirect(a,b,c)==NON) return NON;
for(j=0;j<L;j++) if (j'=i && jl=(i-1+L)%L && ) !'=(i+1)%L

&& interieur(AfA,b,c)==0UI)

return NON;

return OUI;
}
void enleverprotu(void)
{int k;
for(k=indiceprotu;k<L-1;k++) A[k]=A[k+1];
L--;
}
void creertriangle(void)
{

xq[0]=X[A[(indiceprotu-1+L)%L]] ;yq[0]=Y[A[(indiceprotu-1+L)%L]] ;
xq[1]=X[A[indiceprotu]];yq[1]=Y[A[indiceprotu]];
xq[2]=X[A[(indiceprotu+1)%L]];yq[2]=Y[A[(indiceprotu+1)%L]];
couleur=SDL_MapRGB(ecran->format,rand()%256,(3#@56,rand()%256);
remplirtriangle(couleur);



La fonction triangledirec() est quasiment la méme que la fonctgauché€) vue plus haut. La
fonction interieur() en est une conséquence immédiate, et la fonctiomplirtrianglg)) sera donnée
plus bas. Dans notre programme, nous avons pxs Vartical du repere dirigé vers le bas : dans ces
conditions, le sens direct est inversé, c'est is skes aiguilles d’'une montre.

Un exemple de triangulation d’un polygone simple
Exercice 2 : Déplacement d’'un robot a travers désstacles

Entre un point de départ D et un point d’arrivée Uk, robot doit se frayer un chemin entre des
obstacles en forme de triangles. L'objectif estrdaver le plus court chemin pour ce robot.

Si une ficelle joint les point® etA en passant entre certains obstacles bien prédait Ide tendre
cette ficelle donne un chemin plus court que leiseay et ce chemin se fait en ligne brisée, en
s’appuyant sur certains sommets des trianglese wrirlongeant certains cétés des triangles. Llefice
peut étre tendue suivant plusieurs chemins dbtet A. Parmi tous ces chemins en ligne brisée, il
s’agit de dégager celui qui est le plus court. Giane le principe de I'algorithme. Pour chaque
sommet des triangles constituant les obstaclesi qire pour le point de départ et celui d’arrivée,
détermine les sommets qui sont visibles a partluige’es-a-dire les jonctions en ligne droite dioa
peut tracer sans passer au travers d'un obstagle.donne un graphe dont les arcs sont des segments
et dont la longueur peut étre calculée. Il resguié@ a déterminer le plus court cheminla A dans
ce graphe, ce que fait l'algorithme de Dijkstras$®as a la programmation.

Plan d’ensemble

On commence par se donner le nombre de trianglieshfriangles= 6), puis le nombre de points
concernés, a savoir les sommets des trianglest aéatrois en trois a partir du sommet numéroté 1,
ainsi que le point de dépakt numéroté 0, et le point d’arrivé placé en dernier. Le nombre de ces
points eshbpointset il vaut 3btriangles+ 2. Puis on entre les coordonnggst y[] de ces points et
on affiche le dessin, avec a gauche le point deti§pous forme d’'un rond) et a droite le point
d’arrivée.

0123456 ... 16 17 18 19
triangles



Ce dessirtorrespond a I'entrée des données suivantees étant eentiers (mais on peut faire |
zoomsupplémentaire si on le gike)

D=0 ; A=nbpoints-1 ;
X[D]=10; y[D]=20+25*cas; x[A]=300; y[A]=5C
X[1]=50; y[1]=140; x[2]=30; y[2]=30; x[3]=90; W]=70;x[4]=120; y[4]=160;
X[5]=80; y[5]=130; x[6]=180; y[6]=13(x[7]=160; y[7]=120; x[8]=130; y[8]=60;
X[9]=190; y[9]=80%[10]=200; y[10]=70; x[11]=220; y[11]=20; x[12]-3D; y[12]=65
X[13]=110; y[13]=60; x[14]=80; y[14]=20; x[15]=1 y[15]=10 x[16]=240; y[16]=16C
X[17]=210; y[17]=130; x[18]=270; y[18]=5
dessin();

Pour la fonctiordessirf), nous utilisons pour la premiére fois la fonotie remplissagfloodfill ()
qui permet de colorier l'intérieur de chaque tri@ngette fonction prend comme variable un p
(pour nous le centre de gravit§, yg d'un triangle) et ellees charge de colorier la périphe de ce
point jusqu’a la rencontre de la bordure du trian@yant la couleurougebordur). Tout se passe
comme s'il y avait un écoulement d’un liquide célar partir d’'une source, I'écoulement seant
avec la couleurouge2dans le cas préser Le programme simplifié de cette fonctifloodfill() se
trouve dans le chapitre suivariRémplissage de surfas)

void dessin(void)

{ intixg,yg;
cercle(zoom*x|D],48G&o0om*y[D],6,noir); cercle(zoom*A],480-zoom*y[A],6,Nnoir);
for(i=0;i<nbtriangles;i++)

{ xg=0.333(float)(x[3*i+1] + x[3*i+2]+ x[3*i+3]);
yg=0.33Ffloat)(y[3*i+1] + y[3*i+2] + y[3*i+3]);
ligne(zoom*x[3*i+1],48&zoom*y[3*i+1],

zoom*x[3*i+2],48@o0om*y[3*i+2],rougebordure);
ligne(zoom*x[3*i+2],48&z0om*y[3*i+2],
zoom*x[3*i+3],48@0o0m*y[3*i+3],rougebordure);
ligne(zoom*x[3*i+3],48&z0om*y[3*i+3],
zoom*x[3*i+1],48@o0om*y[3*i+1],rougebordure);
floodfill(zoom*xg,480200m*yg,rouge2,rougebordu);
}
}

Graphe de visibilité

A partir de chacun des poiri (départ, arrivée, et sommets des triangles), oteldes rayons ve
tous les autres poinjs et 'on garde les lignes ¢onction lorsque cellest ne traversent aucun ct
des trianglesPour cela on commence par enregistrer les numépalnts extrémités de chaque (
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des triangles, soddKk][kK] et fc[K][kK] ou k est le numéro du triangle concernékk un nombre entre
0 et 2, correspondant a chacun des trois « Puis le test d’intersection franche entre la li(i j) et le
coté k, kK se fait par le biais de la fonctiintersectior) qui réutilise la fonctioigauch€) :

int intersection (int i,int j, int k, int k)

{ if (gauche(i,j,k)*gauche(i,j,kk)<0 && gauche(kk,i)*gauche(k,kk,j)<0) return
else return 0;

}

int gauche(int i,int j,int k)
{ int vix,v1ly,v2x,v2y,det;
vIX=X[j]-X[il;v1y=y[i]-y[il; v2x=x[K]-X[i];v2y=y[K]-Y[i]; det=vix*v2y-v2x*v1ly;
if (det>0) return 1,
else if (det==0) return O;
else return -1;

}

A noter que si l'intersection se fait en une exitérd’'un des segments on fdet= 0 etgauch¢)
raméne 0. En refusant cela comme une interse franche, le fait queal fonctionintersectiot)
ramene 0 indique queoh garde les lignes qui ne traversent pas les ,cétas aussi celles qui
peuvent les longeCela s’intégre dans la partie suivante du programmnmeipa :

for(i=0;i<nbtriangles;i++)
{ deliJ{0]=3i+1;fc[iJ[0]=3"+2; defil[1]=3"i+2;fcfi[1]=3+3;
dc[i][2]=3%+3;fc[i][2]=3*i+1;

for(i=0;i<nbpoints;i++) for(j=0;j<nbpoints;j+-
{ali][j]=3000; if(i==j) a[i][i]=0:}
for(i=0;i<nbpoints;i++) for(j=0;j<nbpoints;j++) ifj!=i)
{ flag=0;
for(k=0;k<nbtriangles;k++) for(kk=0;kk<3;kk+
if (intersection(i,j,dc[K][kk],fc[K][kk])==1)
{flag=1; kk=3;k=nbtriangles;
if (flag==0) {a]i][j]=longueur(i,j);
ligne(zoom*x]i],48(-zoom*y[i],zoom*x][j],480-zoom*y[j] ,bleu);

Par la méme occasion, nous avons construit la eeattiadjacenca[][] pondérée du graphe ¢
visibilité. Les af][i] en diagonale sont mises a 0. Lorsqu’ei etj il n'y a pas dgonction, on donne a
a[i][j] une valeur élevée (ici 3000), et en cas de jon¢tbn met dana[i][j] la longueur du segment
jonction, via la fonctiolongueu() :
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int longueur(int a, int b)
{ intvx,vy;

vx=x[b]-x[a];vy=y[b]-y[a]; return sgri(float)vx*(float)vx+(float)vy*(float)vy);
}

Algorithme du plus court chemin

C’est a partir de la matrica[][] précédenteque I'on peut appliquer I'algorithme de Dijkstrayp
avoir le plus court chemin. Cet algorithme étargligxié dans le liviecCombien? tome 3 nous nous
contentons d’en donner ici le programme adapté&allgme préser

longueure=1; e[0]=0; longueurre=nbpoin-1;
for(i=0;i<nbpointsi;i++) re[i]=i+1;
for(i=1;i<nbpoints;i++) d[i]=a[0][i].
for(i=1;i<nbpoints;i++) if (d[i]<3000) red[i]=0;
for(compteur=1;compteur<nbpoints; compteul
{ dmin=3000;

for(j=0;j<longueurre;j++)if (d[re[j]]<dmin) {dmin=d[re[j]]; min=re[j];jmin=j;}

e[longueure++]=min;

for(j=jmin;j<longueurre;j++) re[jl=re[j+1]

longueurre--;

for(i=0;i<longueurre;i++)

{ u=re[i]; newd=dmin+a[min][u]
if(newd<d[u]) {d[u]=newd;pred[u]=min;

dessin(); dessinchemin();
Avec la fonction associée :

void dessinchemin(void)
{ inti,oldi
i=nbpoints-1;
while (i>0)
{ oldi=i;i=pred][i]; line(zoom*x[oldi],48(-zoom*y[oldi],zoom*x[i],480zoom*y[i],noir); }

O O 0 Q Q @@ © © O 0 6 6 O O

Les plus courts chemins, en prenant plusieurs pdiatdépart possib, a gaghe
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Enveloppe convexe d&l points dans un plan

Il s’agit d’'un polygone convexe (angles saillargs) a pour sommets certains dégoints et tel
que lesN points sont tous soit a l'intérieur soit sur larftiere de ce polygone.

Pour le construire, imaginons que les points sast dous plantés sur une planche. Il suffit de
prendre une ficelle, de I'attacher a un point, milesla serrer autour du paquet des points, comme on
fait pour emballer un paquet. Cette constructiooupe par la méme occasion I'existence de
I'enveloppe convexé.

Comment programmer cela ? Commencons par choipioitg le plus bas. A partir de lui tragons
un segment vers le point tel que tous les autreggsoient & gauche de ce segment, ce qui re&ient
choisir, parmi lesN — 1 segments lancés a partir du point bas, ceiuiaif I'angle le plus petit avec
I'horizontale. On utilise pour cela la fonctiamglg) vue au début de ce chapitre. On trouve ainsi un
deuxieme point de I'enveloppe. Puis I'on recommehgeartir de ce point. A chaque étape, on part du
point que I'on vient de trouver et I'on prend pares points restants celui qui donne I'angle lesplu
faible, sous réserve que cet angle soit supérieatuitrouvé a I'étape précédente. Cette resbricgist
indispensable, car lorsqu’on arrive vers la fintdur complet avec un angle qui s’approche des 360°,
certains des segments lancés vers les points tegtamvent avoir des angles de quelques dizaines de
degrés, alors gu'ils dépassent en fait les 360°lacBbnctionanglg) raméne tous les angles entre 0 et
360°. Il s’agit d’éviter de choisir de tels poimpsi ne sont pas du tout sur I'enveloppe convexa) td
nécessité d'imposer un angle supérieur a I'angéedatent a chaque nouvelle étape, ce qui contraint
les angles a rester inférieurs ou égal a 360°amhn fait & chaque étape le plus petit viragawdche
possible, et la somme des virages atteint 360&moet du tour complet.

Algorithme de I'emballage de paquet

1 Prenons par exemple les 7 points de ce dessin,rotéaéde 0
3 a 6, et faisons marcher I'algorithme. Les numérescés points
sont placés dans un tableali déclaré sur une longued¥ + 1 et
non pasN. Au départ ce tableau contient 0 1 2 3 4 5 6 (et
n'importe quoi dans la derniere case). Commencgoas p
déterminer le point le plus bas, ici 5. On échaegepoints 5 et 0
2 dans le tableau, de fagon que 5 soit en positia@t Don ajoute 5
en derniére position, ce qui donne le tableali3 4 0 6 5. On
vient d’obtenir le premier morceau de I'enveloppeuligné ci-
dessus, en positiok= 0, les autres points étant en attente, et notrhie point 5 car il faudra le
retrouver a la fin de la boucle. A chaque étapepaimt va s’ajouter a I'enveloppe convexeket
augmente de 1. Ainsi le deuxiéme point trouvé egtexst placé par échange en position 1, ce qui
donne le tableau 52 3 4 0 6 5. A chaque étape, le tablagwcontient jusqu’au point en positidn
une partie de I'enveloppe convexe, et au-dela ¢éstp en attente. A la fin, quand on retombe sur le
point 5, on a toute I'enveloppe convexe, et leerekt tablea@[] contient les points qui n'en font pas
partie® Cela donne I'évolution suivante :

5

k=0 51234065
k=1 52134065
k=2 52481065
k=3 5243065

* Cet algorithme est attribué a R.A. Jarvis (19T34vait auparavant été découvert par Chand et Kapu
1970.

® Cet algorithme peut avoir un probléme. En efetest d'arrét se produit lorsque I'on retombelsysoint
de départ, a savoir le point le plus bas. Maigutgrriver qu'’il existe plusieurs points les phas, auquel cas on
risque de retomber sur un autre point que le mentiépart aprés un tour complet, et le programm&angte
pas comme on le désirerait.
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k=4 5243961 (lefait de retrouver 5 est le test d'grrét
On en déduit le programme :

mise en place des N points (coordonnées en pigeds et dessin
ymin=1000; /* point le plus bas */
for(i=0;i<N;i++)
if (y[il<ymin) {ymin=y[i]; imin=i;}
tampon=a[0];a[0]=a[imin];a[imin]=tampon;  a[N]{];
oldangle=0.;
for(k=0;k<N;k++)/* tracé de I'enveloppe convexe point par point */
{ minangle=1000.;
for(j=k+1;j<N+1;j++)
{ alpha=angle(x[a[K]].y[a[K]],x[a[j]].y[a[i]D;
if (alpha>=oldangle && alpha<minangle)
{ minangle=alpha; jmini=j; }

tampon=a[k+1];a[k+1]=a[jmini];a[jmini]=tampon;

oldangle= minangle;

line(xorig+x[a[k]],yorig-y[a[k]], xorig+x[a[k+]],yorig-y[a[k+1]],black);
if (a[k+1]==a[0]) break;

Enveloppe convexe pot¥= 200 points, le point bas initial étant en rouge
Exercice 3 : Jonction des points en spirale, comhaesque I'on péle un fruit

Partir du point le plus bas, et faire en sorte deg N points se succédent sur une
spirale.

Apres étre parti du point le plus bas, il suffiadiénager I'algorithme précédent. Ce dernier
s'arrétait aprés un tour complet. Maintenant ofisetiun drapeatiag. Tant que celui-ci est a 1, on
continue le tour et I'on enregistre les points sssds dans le tableapir[]. Mais chaque fois que I'on
a effectué un tour complet, le drapeau est misl@ @mps de remettre les pendules a zéro (emfaisa
oldangle= 0), et de trouver le premier point du nouveau,tte flag étant alors remis a 1. On s’arréte
lorsque lesN points sont sur la spirale.

points();SDL_Flip(screen);pause() placement des N points et dessin */
ymin=1000;/* recherche du point le plus bas, qui sera plaaé@sispir[0] */

for(i=0;i<N;i++) if (y[i]<ymin) {ymin=y[i]; imin =i;}

filldisc(xorig+x[imin],yorig-y[imin],5,blue);

spir[0]=imin; fait[imin]=1;

fini=0;
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while(fini==0)
{ fini=1;
oldangle=0.;

for(k=0;k<N;k++)
{ minangle=1000.;
flag=0;
for(j=0;j<N;j++) if (fait[j]==0)
{ alpha=angle(x[spir[K]].y[spirTkx[i].y[i]);
if (alpha>=oldangle && alpha#rangle)
{ minangle=alpha; jminiflag=1; }

}
if (flag==0)
{ oldangle=0.;
for(j=0;j<N;j++) if (fait[F=0)
{ alpha=angle(x[spir{k]Ispir[k]].x[i]yil);
if (alpha>=oldangle &&pha<minangle)
{ minangle=alpl@ini=j; flag=1; }

}

}
if (lag==1)
{ oldangle= minangle; spir[k+]ini;
linewithwidth(xorig+x[spirTkyorig-y[spir[K]], xorig+x[spir[k+1]],yorig-y[spir[k+1]],1,red);
fait[spir[k+1]]=1;

}
for(i=0;i<N;i++) if (fait[i]==0) {fini=0; break;}/* test de fin */
if (fini==1) break;
}

-

Amélioration de I'algorithme de I'emballage de paqet

Nous allons maintenant tracer I'enveloppe convexguatre morceaux, délimités par les points le
plus bas, le plus a droite, le plus haut et le plgauche. Pour le morceau situé entre le poiplue
bas et le point le plus a droite, la pente ressitipe, tout en croissant : il suffit de faire kests sur les
segments orientés de pente positive, avec unesabset une ordonnée positives. On évite ainsi le
calcul de larctangenteutilisé précédemment dans la fonctiangl€). En fait la fonctionanglg)
devient inutile. On fait de méme avec les troisesituarts d’enveloppe, il suffit de changer leisitso
extrémes et de modifier Iégérement les variatibnst dy associées aux segments, par interversion ou
changement de signe. D’ou le programme :

Se donner les N points numérotés de 0 a N — lepas coordonnées x]i] et yi]
ptbas= 0; pthaut=0; ptdroite=0;ptgauche#dnuméros des points extrémes */
for(i=1;i<N;i++)
{ if(ylil<y[ptbas]) ptbas=i; if(y[i]>y[pthaut]) pthaut=i;
if(x[i]>x[ptdroite]) ptdroite=i; if(x[i]<x[ptgauche]) ptgauche=i;
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}
filldisc(x[ptbas],y[ptbas],5,red);filldisc(x[ptdite],y[ptdroite],5,red);
filldisc(x[pthaut],y[pthaut],5,red);filldisc(x[mauche],y[ptgauche],5,red);

[rrxdFkkrrkikkkrkk ikl gremier quart R Fkdkkkkkkkkkkkkkkokx |
envconv[0O]=ptbas; d=ptbas; k=1,
if (ptbas!=ptdroite)
while (fl=ptdroite)
{ pentemini=100000000000000000000000000000.;
for(i=0;i<N;i++)
{ dx=x(i]-x[d];dy=y[i]-y[d];
if (dx>0 && dy>=0)
{ pente=(float)dy/(float)dx;
if (pente<pentemini) {penteminixpe;f=i;}
}

}
linewithwidth(x[d],y[d],x[f],y[f],1,black);
envconv[k++]=f; d=f;

/************************ dEUXIéme quart *kkkk *************/
d=ptdroite;
if (ptdroite!=pthaut)
while (fl=pthaut)
{ pentemini=100000000000000000000000000000.;
for(i=0;i<N;i++)
{ dy=-(x[i]-x[d]);dx=y[i]-y[d];
if (dx>0 && dy>=0)
{ pente=(float)dy/(float)dx; ipente<pentemini) {pentemini=pente;f=i;} }

}
linewithwidth(x[d],y[d],x[f],y[f],1,red); evconv[k++]=f; d=f;

/******************* trOISIéme quart Kkkkkkkkk **************/

d=pthaut;

if(pthaut!=ptgauche)
while (fl=ptgauche)

{ pentemini=10000000000000000000000000000.;
for(i=0;i<N;i++)
{ dx=-(x[i]-x[d]);dy=-(y[i]-y[d]);
if (dx>0 && dy>=0)
{ pente=(float)dy/(float)dx; if (pentpentemini) {pentemini=pente;f=i;}}

}
linewithwidth(x[d],y[d],x[f],y[f],1,blue); evconv[k++]=f, d=f;
}

/********************* quatnéme quart *kkkkkk *************/
d=ptgauche; f=ptgauche;
if (ptgauche!=ptbas)
while (fl=ptbas)
{ pentemini=100000000000000000000000000000.;
for(i=0;i<N;i++)
{ dy=x[i]-x[d];dx=-(y[i]-y[d]);
if (dx>0 && dy>=0)
{ pente=(float)dy/(float)dx; if (pentpentemini) {pentemini=pente;f=i;}}

}
linewithwidth(x[d],y[d].x[f],y[f],1,green); avconv[k++]=f; d=f;
}



16

Robustesse et performance des algorithmes d’envelmgpconvexe

Un algorithme est considéré comme robuste s'il Siéus s'adapter a toutes les configurations
initiales qu’'on lui impose. Les algorithmes géonuttes, en particulier ceux portant sur les
enveloppes convexes, ont toujours des difficultémnationner dans tous les cas de figure. lls peuve
marcher a de multiples reprises, et tout a coupleguer ou donner un résultat faux dans un cas
particulier. Ces cas patrticuliers sont ici de detdres, du moins quand les points sont donnés avec
des coordonnées entiéres. D’'une part, dans le ndagepoints, plusieurs points peuvent étre
confondus. Cela suffit & perturber le résultat chgpamme. Le reméde est simple : il convient defai
un prétraitement pour ne conserver qu’'un seul sgmtént de ces points confondus. D’autre part, il
arrive que trois points ou plus soient alignésp@bleme est plus délicat, et mérite d’étre anagrsé
détail. Nous allons prendre deux exemples d’algorés relatifs aux enveloppes convexes.

L'algorithme le plus simple

Prenons le moyen le plus naif pour construire toppe convexe d’'un ensemble de points dans le
plan. Il découle directement de la définition. Garml un par un chaque couple de points, ou segment
orienté, et I'on regarde si tous les autres posotst situés a sa gauche. Si oui, ce segment orienté
appartient & la frontiére de I'enveloppe, sinon’yl appartient pas. On obtient ainsi tous les cdigs
polygone de I'enveloppe. Il reste ensuite a lessegadans I'ordre ou ils se succedent sur I'enyeop
lorsqu’on en fait le tour. Cet algorithme n’est pe&s performant, puisqu’il est efN®, N étant le
nombre des points. En effet, le temps mis pourgreetous les couples est &f, et comme a chaque
fois on fait des tests sur d’autres points, au mendleN — 2 au plus, cela donne une performance en
N°. Le classement final est de son c6té opér’enu méme eiN logN comme les tris habituels. I
reste finalement un comportement iéh Par rapport aux algorithmes Bhlog N, comme celui que
'on va voir ci-dessous, cela semble peu performnantore que dans la réalité, avec un nonhbre
allant jusqu’a quelgques centaines, le temps d’ttdas résultats est quasiment le méme pour teus le
types d’algorithmes. Cet algorithme a du moinsdi@age d’étre facile a trouver et a implanterget |
programme est le suivant:

/* On se donne un repére d’origine (xorig, yorig)e& I'axe des y vers le haut. Les coordonnées diessp
sont en pixels écran. Les N points sont mis enepdachasard sur I'écran. En méme temps, on déterheinr
centre de gravité (xg,yg), ce point étant toujautsntérieur de I'enveloppe convexe */

cumulx=0;cumuly=0;

for(i=0;i<N;i++)

{ x[i]=random(550); y[i]=random(450); cumutx(float)x[i];cumuly+=(float)y[i]; }
xg=cumulx/(float)N;yg=cumuly/(float)N;

dessiner les points
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/* Au lieu de prendre chaque couple de points, on greimque paire, puis parmi ses deux orientations

possibles, on choisit la seule qui puisse préteridre valable, celle qui met le centre de gravit§aaiche du
segment orient&

n=0; /*n sera le nombre de cbtés ou de points de I'enpelapnvexé/
for(i=0;i<N-1;i++)  for(j=i+1;j<N;j++)
{ debut=i;fin=j; /*on va éventuellement intervertir le début et I'exité du segmerit
if (gauche(xg,yg,x[debut],y[debut],x[fin],yff)==NON)  { debut =j; fin=1i; }
flag=0OUI;
for(k=0;k<N;k++) if (k!=debut && k!=fin) ¥ on prend tous les autres points */
if (qauche(x[k],y[K],x[debut],y[debut],x[fin}[fin])==NON) flag=NON;
if (flag==0UlI) [*on va tracer le segment qui est sur I'enveloppe
{ envd[n]=debut;envf[n++]=fin;
line(xorig+x[debut],yorig-y[debut],xorig[fin],yorig-y[fin]);
}
}
/* Il reste a classer tous les cbtés de I'enveloppesdardre ou ils se succedetit
for(i=1; i<n; i++) for(j=i; j<n; j++) if (envdi] == envf[i-1])
{ tampon=envd]i];envd[i]=envd[j];envd[j]J=tampon
tampon=envfli];envf[i]=envf(j];envf[j]=tampw;

envd[n]=envd[0];envf[n]=envf[0];
for(i=0;i<n;i++) /* on redessine le polygone dans le bon ordre
line(xorig+x[envd]i]],yorig-y[envd][i]],xorig+x[envfi]],yorig-y[envi[i]]);

/* fonction gauche()*/
int gauche(int x2,int y2, int x0,int y0, int x1,tipl)
{int vix,v1ly,v2x,v2y,det;
v1Ix=x1-x0;v1y=y1l-y0; v2x=x2-x0;v2y=y2-y0;
det=vlx*v2y-v2x*vly;
if (det>=0) return OUI,
return NON,;
}

Mais ce programme a des problemes en cas d'aligmedse points. Dans la fonctiogauchg),
I'alignement est assimilé au fait d’étre a gaudbela a plusieurs répercussions. Si trois pointkade
frontiere sont alignés, par exem@le B, Cdans cet ordre, il y a trois segments oriedi8s AC, BC
qui seront considérés comme valables, alors qeedé coté du polygone frontiere que I'on désire
conserver esAC. L'autre écueil est dans le classement des segrsantessifs du polygone. La partie
correspondante du programme précédent ne fonctjginsecar elle suppose que toute extrémité d’'un
segment est le début du suivant, et cela de fagojue. Il convient donc de rectifier la fonction
gauché€). Un point sera encore considéré comme a gautire sskgment orient®Q s'il est dans
I'alignement mais a condition qu’il soit situé e etQ. D’ou la nouvelle fonction:

int gauche(int x2,int y2, int x0,int y0, int x1,tipl)

{

vIx=x1-x0;v1ly=y1l-y0; v2x=x2-x0;v2y=y2-y0;

det=vlx*v2y-v2x*vly;

if (det>0) return OUI;

if (det==0)

{ if (vix!=0) kk=(float)v2x/(float)v1x; else k=(float)v2y/(float)vly;

if (kk>0. && kk<1.) return OUI;
else return NON;

}
return NON;

}

L'algorithme initial était simple, mais il a fallun certain raffinement pour qu'il puisse fonctionne
dans tous les cas. La robustesse de 'algorithiné s prix.
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L’algorithme incrémental (monotone chain algorithm

Prenons maintenant un autre algorithme, considémé® bien plus performant, I'algorithme dit
incrémental. Commet tracer la moitié basse de é@mppe, entre le point le plus & gauche et celui le
plus a droite, étant entendu qu’'il en sera de m@ouwe la partie haute? On commence par classer les
points selon leurs abscisses croissantes, et etiégalité, selon leurs ordonnées croissantesadjits
la d’'un classement de type lexicographique (alptiqib€). Si le nombrédN de points est inférieur a
1000, il suffit de fabriquer pour chaque pdité nombrez[i]=1000*«[i] + y[i] et de classer les points
suivant les valeurs croissanteszfje

Puis on prend ces points ainsi classés I'un apaaté. Les deux premiers sont mis d’office dans
I'enveloppe. Puis on prend le point suivant, guas Imet aussi d'office dans I'enveloppe, mais I'on
regarde si les trois points ainsi obtenus font wage a gauche ou a droite. S'’ils font un virage a
droite, on élimine le point intermédiaire de I'efogpe, qui ne conserve que deux points pour le
moment. Et I'on continue de méme. Supposons quediosoit arrivé ak®™ point de 'ensemble trié
des points, et que I'on ait construit la partid’'developpe basse correspondant a ces points. €wpr
alors lek+1°™ point de I'ensemble, et on I'ajoute dans I'env@lepS’il est a gauche du dernier
segment orienté de I'enveloppe, on le garde ainsi cpux qui le précedent. Par contre, si les trois
derniers points de I'enveloppe (le dernier destéant lek+1°" point) forment un virage a droite, on
élimine le point intermédiaire que I'on remplace pak+1°™ point. Puis I'on recommence avec les
trois derniers points de I'enveloppe, et I'on éhmile point intermédiaire s'il y a un virage a tkoi
On continue ainsi en marche arriere jusqu’a cel qyi ait plus de virage a droite, et en s’arrétant
aussi s'il ne reste plus que deux points dans émppe. On fait de méme jusqu’au dernier point trié
de 'ensemble des points. Voici un exemple de caoson :

./',. -.. . /\..... . J .._ .

<y

Pour résumer, on prend chaque point un par un Kanse croissant des abscisses. On I'ajoute
d'office comme nouveau point appartenant a I'enypéo Mais on élimine les points précédents placés
dans I'enveloppe et qui provoquent des virageso#tedrAinsi a chaque étape, a défaut d’avoir une
partie de I'enveloppe finale, on a une successimvexe de points. Quand on arrive au dernier point,
et que I'on élimine éventuellement certains poprécédents, il reste I'enveloppe convexe basse.

Dans le cas présent, qu'en est-il des problemdiyéament de points ? D’abord, lors du tri des
points selon les abscisses, seul I'alignementacadrtious concerne, et c’est la raison pour laquelle
fait un classement selon les ordonnées croissgoted les abscisses sont les mémes. Ensuite, quand
on supprime les virages a droite sur trois poiots btenir la bonne enveloppe convexe, on s’agang
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aussi pour supprimer les alignements de troistpoin éliminant le point intermédiaire. On fait
comme s'il s'agissait d’'un virage a droite, et dadtiondroite() est facile a implanter, plus que dans
I'algorithme précédent avec sa fonctigauchg). On en déduit le programme de I'enveloppe basse
(on fait quasiment de méme pour I'enveloppe haute):

points(); /* construction et dessin des points (X[i], y[ipiiavec Oy dirigé vers le bas */
for(i=0;i<N;i++) /* points mis dans I'ordre alphabétique */
{ali]=i; z[i]=1000*i]+y[i]; }
for(i=0;i<N-1;i++) for(j=i+1;j<N;j++) if (z[i]>z[j])
{ ltampon=z][i];z[i]=z][j],z[j]=Itampon;
tampon=a(i];a[i]=a[j];a[j]=tampon{* a[] contient les numéros des points dans 'orddphabétique */
}
/******** enveloppe basse *********/
env[0]=a[0];env[1]=a[1]; k=1;filldisc(x[env[0]],y[aV[0O]],5,red);
for(i=2;i<N;i++)
{ k++;
env[k]=a[i];
while(k>1 && gauche(env[k],env[k-2],env[k-B¥xOUI )
{ env[k-1]=env[K];

}

for(i=0;i<k;i++)

{
linewithwidth(x[env[i]],y[env[i]],x[env[i+1]],y[enV[i+1]],1,red);
filldisc(x[env[i]],y[enV[i]],5,black);

}
filldisc(x[env[K]],y[env[K]],5,black);
|nt K' /***************** enveloppe haute *kkkkkkkkkkk *******************/
env[k]=a[N-1];env[k+1]=a]N-2]; K=k;k=k+1;
for(i=N-3;i>=0;i--)
{ k++;
envlk]=a[il;
while( k>K+1 && gauche(env[k],env[k-2],env[kKpE=0UI )
{ envlk-1]=env[k]; k--;}

for(i=K;i<k;i++)
{ linewithwidth(x[env{il],ylenv{il], x[env[i+1]], ylenv[i+1]],1,blue);
filldisc(xenv[i]],ylenv[i]],5,black);

}
filldisc(x[env[K]],y[env[K]],5,black);
for(i=0;i<k;i++) filldisc(x[env[i]],y[enV][i]],5,red);

Avec ces fonctions :

[rrxxxxxxx construction et dessin des points  **xxxxkkkk
void points(void)
{intij,R; /*on fait en sorte que les points soient sépatéaaldistance au moins égale a R */
for(i=0;i<N;i++)  /* axe des y dirigé vers le bas */
{do {X[i]=20+rand()%760;y[i]=20+rand()%560;
if (X[(]>400 && x[i]<500 && y[i]>300 && y[i]<400) R=5;
else if (x[i]>300 && x[i]<600 && y[i]>300 && y[i]<400) R=10;
else R=30;

}
while (getpixel(x[i],y[i]) == red);
filldisc(x[i],y[i],R,red);
}

for(i=0;i<800;i++) for(j=0;j<600;j++) /* on supprime les disques rouges */
if (getpixel(i,j)==red) putpixel(i,j,white);
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[rrxxxxxxx fonctions droite et gauche — *xxxwkkkax]
int droite(int i2,int i0,int i1)

{int vix,v1ly,v2x,v2y,x2,y2,x1,y1,x0,y0; long int e
x2=x[i2];y2=y[i2]; x1=x[i1];y1=y[i1], x0=x[i0];y0=y[iO];
vIx=x1-x0;v1y=y1l-y0; v2x=x2-x0;v2y=y2-y0;
det=vlx*v2y-v2x*vly;

if (det<=0) return OUI,

return NON;

}

int gauche(int i2,int i0,int i1)

{int vix,v1y,v2x,v2y,x2,y2,x1,y1,x0,y0; long int e
x2=x[i2];y2=y[i2]; x1=x[i1];y1=y[i1]; x0=x[i0];y0=y[iO];
v1Ix=x1-x0;v1y=y1l-y0; v2x=x2-x0;v2y=y2-y0;
det=vlx*v2y-v2x*vly;

if (det>=0) return OUI,

return NON;

}

En termes de performance, le tri préliminaire pi&ut réalisé e log N. Puis I'on effectue un
parcours de I'ensemble des points, de I'ordréNdenais a chaque fois il peut y avoir plusieurs sous
étapes de suppression de points (dans la baugle). Cette partie du programme reste de I'ordre de
N sauf dans le pire des cas ou devrait supprimerague fois la plupart des points déja trouves.
Finalement, on obtient une performanceNetog N nettement meilleure que celle de I'algorithme
précédent.

Mais tout cela doit étre relativisé. Parmi Kgoints, il est possible d’en éliminer préalablemam
grand nombre, dont on est sOr gu'ils ne sont pad’'snveloppe convexe. Ce procédé d'élagage
permet de réduire fortement le nombt&es points dont on cherche I'enveloppe. Avec calbre de
points réduit de 75% voire plus, il peut n’en regiae quelques dizaines ou quelques centaines, et
dans ces conditions tous les algorithmes se vaisitie ceux considérés théoriquement comme plus
lents. Mais quels points supprimer ?

Elagage dans I'ensemble des points

Nous allons nous inspirer de la méthode proposéd pklarietta en 2012 (cthe fastest convex
hull ..)

O » /2 Prenons les droites d’équatigre x + ¢ dans le repére de 'écran, ou
/m ! encorey —x = ¢. Plus la constanteest grande, plus la droite est éloignée

7 de I'origine O du repére. Parmi lé$ points déterminons le pointel que

/1 maxmoins la différencey[i] — X[i] soit la plus petite possible, ce qui donne Ienpoi

/ numéroiminmoins Prenons ensuite celui pour lequel la différerstela

/ plus grande possible, soit le poimaxmoins

N N Recommencons avec les droites d’équation — x + ¢, ou
minplus  bieny + x = ¢. On obtient comme précédemment deux points de

N - I'ensemble desN points, celui dont la sommgi] + X[i] est la

plus petite possible, soit le poiminplus et celui dont la somme

maxplu?\ est la plus grande possible, soit le point nunm@axplus
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Les quatre points ainsi obtenus forment un quddrie
Prenons maintenant le carré a c6tés horizontaux eicaex
délimité par les abscisses et les ordonnées miagna
maximales des quatre points, sattin etxmay, ainsi queymin et
ymax Cela donne le carré en gris sur le dessin. Oh aféitmer
gue lespoints qui sont a l'intérieur de ce carré ne scag pul
I'enveloppe convexe. Ceuwi- peuvent étre supprimés. On
déduit le programme qui permet d’éliminer les mistiperflus
avec la fonction suivante.

void elagage(void)
{ int i,ii,jj,xmin,xmax,ymin,ymax
int minmoins, minplus,maxmoins,maxplus,flag,diff,siminmoins,iminplus,imaxmoins,imaxplt
minmoins=10000;maxmoinst0000; minplus=10000; maxplus=-10000;
for(i=0;i<N;i++)
{ filldisc(x[i],y[i],5,red);
flag=0;
diff=y[i]-x[i]; sum=x[i]+y[il;
if (diff<minmoins) {minmoins=diff; iminmoins=i;
if (diff>maxmoins) {maxmoins=diff;imaxmoins=i
if (sum<minplus) {minplus=sum; iminplus=i;
if (sum>maxplus) {maxplus=sum; imaxplui; }

filldisc(x[iminmoins],y[iminmoins],9,red); filldsc(x[iminplus],y[iminplus],9,red
filldisc(x[imaxmoins],y[imaxmoins],9,blue); filldc(x[imaxplus],y[imaxplus],9,blue

if (x[imaxmoins]<x[iminplus]) xmin=x[iminplus]; Be xmn=x[imaxmoins];
if (Xx[imaxplus]<x[iminmoins]) xmax= x[imaxplus] ;ek xmax=x[iminmoins
if (y[imaxplus]<y[imaxmoins]) ymax=y[imaxplus]; edsymax=y[imaxmoins
if (y[iminplus]<y[iminmoins]) ymin= y[iminmoins]; &se ymin=y[iminplus]
for(i=0;i<N;i++)

if (X[i]>xmin && x[i]l<xmax && y[i]>ymin && y[ilxyma x)
filldisc(x[i],y[i],5,green);

Les points dessinés en vert peuvent étre suppriseéts restent les points rouges pdéterminer
I'enveloppe convexe. Dans cet exemple, sur N = 200 points, environ 75% des points s
supprimés.
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Exercice 4 : Pelures d’oignons

Prendre I'enveloppe convexe de N points, puis Bppe convexe des points restants -ceux qui ne
sont pas sur I'enveloppe convexe précédente, éincen ainsi jusqu’a épuisement.

Les enveloppes successives, numérotées a partif, dsont enregistrées dans le tableau
sousenpnumerd[], chacune avec sa couleur indexée par son numeéro

Placer les N points x[], y[]
for(i=0;i<N;i++) {fait[i]=0;al[i]=i; }
nombre=N; boucle=0; fini=NON;
while(fini==NON)
{ boucle++;
for(i=0;i<nombre;i++) { z[i]=1000*x[a[if}y[a[i]]; }
for(i=0;i<nombre-1;i++) for(j=i+1;j<nombrg:+) if (z[i]>z[j])
{ tampon=z][i];z[i]=z][j],z[j]=Itampon;
tampon=a([i];a[i]=a[j];a[j]=tampon;

}
if (nombre==1) { fait[a[0]] = boucle; sousdbwucle][0]=a[0];nb[boucle]=2;
boucle++; ebk;}
env[0]=a[0];env[1]=a[1]; k=1/* enveloppe basse */
for(i=2;i<nombre;i++)
{ k++; envlk]=ali;
while(k>1 && gauche(env[k],env[k-2],erkLl])==0UI ) {env[k-1]=env[k]; k--;}

for(i=0;i<k;i++)
{ linewithwidth(x[envV[i]],y[enV[i]],x[enV[i+1]],y[env][i+1]],1,red[boucle]);
filldisc(x[env][i]],y[env[i]],5,black) fait[env[i]]=boucle;
sousenv[boucle][nb[boucle]++]=env][i];

}
filldisc(x[env[K]],y[env[K]],5,black); fait{@v[k]]=boucle;
sousenv[boucle][nb[boucle]++]=env[K];
env[k]=a[nombre-1];env[k+1]=a[nombre-2]; K=ksk+1;/* partie haute de I'enveloppe */
for(i=nombre-3;i>=0;i--)
{ k++;
env[k]=a[i];
while( k>K+1 && gauche(env[k],env[k-2],gfk-1])==0UI )
{ envlk-1]=env[k]; k--;}

}
for(i=K;i<k;i++)
{ linewithwidth(x[env[i]],y[enV[i]],.x[env]i+1]],y[envV[i+1]],1,red[boucle]);
filldisc(x[env]i]],y[env[i]],5,black);
fait[env[i]]=boucle; if (i>K) sousenv[hmle][nb[boucle]++]=envf[i];

}
filldisc(x[env[K]],y[env[K]],5,black);fait[er[k]]=boucle;
sousenv[boucle][nb[boucle]++]=env[K];
n=0;
for(i=0;i<N;i++) if (fait[i]'=0) filldisc(x[i ],y[i],5,rouge);
else aa[n++]=i;
nombre=n; for(i=0;i<nombre;i++) a[i]=ag]i]
for(i=0;i<N;i++) if (fait[i]==0) { fini=NON; break;}/* test d’arrét de la boucle while */
if (I==N) fini=OUI;
boucle++;



23



