VI. Le pendule et ses variantes chaotiques

Nous passons ici aux équations différentiellesaswsd ordre, ou I'accélérati@intervient. Celle-
ci est par définition la dérivée de la vitesgear rapport au temgs a = dv/dt, lorsque le mouvement
se fait sur un axe, ou encoae= x’, dérivée seconde de la position et il s’agit la d’'un nombre,
positif ou négatif. Plus précisément, 'accélématist un vecteur. C'est le vecteur qui est la ééridu
vecteur vitesse A = dV / dt, son amplitude étant le nombae Quand une particule de masseest
soumise a une forc€, celle-ci est reliée a l'accélératioh grace a la loi fondamentale de la
dynamiqueF = mA. L’exemple typique est le mouvement d’un pendule.

1. Le pendule

Un pendule est une maseeplacée a lI'extrémité d’'une tige rigide de longuéudont l'autre
extrémité est accrochée a un pi@tLa seule force agissante est la force de la pesiad’amplitude
F = m gqui est verticale, car nous négligeons dans umigretemps les problemes de frottement.
Disposé verticalement vers le bas, le pendule reistéquilibre stable. Déplacé d’'un c6té ou d’'un
autre, et laché a vitesse nulle, il se met a esaliivant un mouvement circulaire dans un plan.

Appelonsé I'angle du pendule avec la verticale. L'objeetst de connaitr@ en fonction du temps
t. La seule composante de la foFequi agit sur le mouvement est celle qui est targgantcercle, soit
la composante tangentielle du poida g sirg, tandis que la composante radiale du poids aunsilg
réaction de la tige exercent un travail qui est @tdnt perpendiculaires a la trajectoifigure 1).
Comme la vitesse est égale &¢', I'accélération tangentielle s’ , ou &’ est la dérivée seconde de
I'angle 8 par rapport au tempsGrace a la loi fondamentale de la dynamioué &’ = — m gsiné. Ce
signe — provient du fait que lorsqéeaugmente en étant positif et inférieurtdle sinus est positif
mais 'accélération est négative et tend a faimimier la vitesse elle-méme positive. On dit que la
force agissante est une force de rappel.

Posonsa):\/lE . On obtient finalement I'’équation différentiella decond ordre :

@'+ of sind=0

YEneffetv=ds/dt=1dg/dt=16", oudsest la petite variation sur I'arc de la trajeatgiendant le temps
dt, et 'accélération tangentielle ebt/ dt =1 §” . Plus précisément, pour un mobile en posikba l'instantt, le
vecteur vitesse edf = dOM /dt, avecO origine d’'un repére orthonorm@xy fixe. Ses coordonnées dans ce
repere sontX, y'), et le vecteurvV est tangent a la trajectoire. En effet le pdih@a l'instantt devientM’ a
linstantt + dt, etV = MM’ / dt. Quanddt tend vers 0, la sécantMi1’) tend a devenir la tangente & et
d’autre part MM’] est assimilable as, petite variation de I'arc parcouru sur la trapéet. D’'ou dOM/dt =
(MM '/dg) (d9dt) =dgdt T, T étant le vecteur unitaire porté par la tangent®e®n a bierlV =v T, avecv =
dgdt.



sens positif
Figure 1: Trajectoire circulaire du pendule, avec commelesdarce agissante la composa
tangentielle du poidB.

Signalons que I'on ne sait pas résoudre completecatte équation, c’e-a-dire avoir une formuls
explicite donnantd en fonction du tempd. Aussi commencedn par faire une simplificatio
supplémentaire, en ne pratiqguant que de petitébatisns autour de la position d’équilib

2. Petites oscillations le pendule simple ou l'oscillateur harmoniqu

Quand un angle est petit, on peutssimiler a son sinus : gn= §. L'équation devient:
8"+ «/8=0, ou encore en assimilant le mouvement circulair@ anouvement rectiligne horizont
avecx = | @:

X"+ x=0

Connaissant cette équation différentielle, ain® s conditions initiales, par exemple pt = 0
X = X (élongation maximale) et= 0, la solution uniquebtenue par intégration ex = x,coswt.? Les
oscillations sont sinusoidales, et la période
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Notamment, quand la longuel de la tige augmente, la période du pendule simjdenente aussi,
la masse n'ayardgucun effet. On parlplus généralement d’oscillateuatmonique lorsque I'équatic

différentielle est de cette forme'+ w’x=0.
Exercice 1. Mouvements d’'un pendu

1) Programmer pour visualiser le pendule simple en veoent dans un plan verti, pour nous
I'écran de I'ordinateur.Tracer aussi la courbe donnant la position x ercfam du temp:

Le programme va utiliser la méthode d’Euler amékopour tracer la courbe donnx en fonction
det. On trouve une sinusoide, comme on peut le védietracant la courbe d’équatix = coswt,
solution théorique de I'équation différentielle pfondue avec la courbe expérimentdigure 2.

on se donne dt = 0,0001 et omega2
x=1.; vx=0.; /* conditions initiales *,
for(t=0;t<9.*M_PI;t+=dt) /* boucle du temps"
{ ax=-omega2*x;/* accélération donnée par I'équation différentet/
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; /* méthode d’Euler améliorée
vx+=ax*dt;
te=torig+zoomt*t; xe=xxorigoomx*x; /* point dans le repere (t,x) avec zosnr I'écran */

2 La solution générale de I'équation différentielx’+ w’x = 0 estx = A cosft + ¢), et les conditions
initiales permettent de déterminket ¢.



putpixel(te,xe,black);
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Figure 2: Sinusoide donnant le mouvement du pendule sidgoie le temp

2) Faire de méme avec un pendule pouvant avoir dedgsnscillation:

Le programme est analogue au précédent, seuleatiégudifférentiellechange. On a pris ui
position initiale du pendule presque verticale Versaut, ave = 49z / 50. La courbe obtenue a u

forme nettement différentde celled’'une sinusoide, mais le mouvement demeure pédedfigure
3).

Figure 3: Pendule soumis a de grandes oscillations, aveauebe donnaré en fonction de.

3) Revenons aux petites oscillations. Mais mainteantache le pendule écarté de sa posi
d’équilibre avec une vitesse perpendiculaire awnplartical dans lecel il se trouve. La masse déc
maintenant une courbe dans le plan horizontal xlys précisément une ellif (figure 4). Pourquoi?
Programmer pour avoir le mouvement dans ce plag. >\ partir de conditions initiales donné:
observer comment changetrajectoire elliptique lorsque I'on modificw A quelle condition I'ellips:
devientelle un cercle ? Indicatic : sur chacun des axes x et y, la projection du rament est cell
d’un oscillateur harmonique, c’e-a-dire que I'on a x"+afx = 0 et y’+ &’y = 0, avec comme
conditions initiales un point déépart o= 1 et yp= 0, et un vecteur vitessepx 0 et vys= 1.
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Figure 4: Pendule décrivant une trajectoire elliptic

En projection sur I'axe des le mouvement obéitx” + w?x =0 avec au dépax, = 1 etvx, = 0,
d’oul la solutiorx = coswt. En projection sur I'axe dey, on ay” + «’ = 0 avec au dépay, = 0 etvy,

= 1, ayant comme solution= (1 / w) sin wt. La courbe décrite par le pendule a comme éque
paramétriques :




X = cosat
1.
y=-—sinwt
w

Il s'agit d'une ellipse de demi-axes 1 et &,/et en particulier d'un cercle lorsque 1 = &,/soit
o = 1. Avec le programme suivant, on obtient lesiltéts de Idigure 5 avec des ellipses de demi-
grand axe 1, et un cercle pour 1.

for(omega2=1.;omega2<=10.;0mega2+=1*)on fait varierw® de 1 & 10 */
{x=1.; y=0.; vx=0.;vy=1.;

do

{ ax=-omega2*x; ay=-omega2*y;
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; y+=vy*dt+0.5*ay*dttt;
vx+=ax*dt;vy+=ay*dt;
Xe=xorig+zoom*x; ye=yorig-zoom*y;
putpixel(xe,ye,black);

while(x<1.) ;

Figure 5: Plusieurs trajectoires du pendule dans le plan

3. Energie cinétique et énergie potentielle
Revenons au cas général des oscillations quelcsrayge I'équation différentielle qui s’écrit :
ml &'+ mgsind=0

On peut pratiquer une premiere intégration :

m | (d&8’/ dt) + m gsind =0

m 1(d@’/ dg(dé/ dt) + m gsind=0

m [ (d@’l dg 8’ + m gsind=0

m 18’ (d@’/ dt) =—m gsind(dé/ dt), d'ou en intégrant :

m18'%/ 2 =m gcosf +K, ou encorem P 8%/ 2 —m g lcosf=K, K étant une constante.

Le termem | 8°% 2 s’écrit aussmV?/2 , et il correspond & I'énergie cinétique du peadtandis que
—m g lcosfd s’écrit aussi m g h avech qui est la hauteur a laquelle se trouve la maaspetidule,
cette hauteur étant orientée vers le bas, avecougme enO, et -m g hreprésente I'énergie
potentielle du pendufePlus celui-ci est haut, plus est petit, plus I'énergie potentiellen-g hest

% Dans ce contexte, on considére que I'énergie fietienest nulle lorsque le pendule est & la hautelO,
soit pourf = /2. Lorsqu'’il descend a partir de |a, son énergiteptielle diminue, et elle atteint son minimum
lorsque le pendule est vertical vers le bas.

Pour comprendre ce qu’est I'énergie potentielleagmons I'exemple d’'un barrage rempli avec un @erta
niveau d'eau. Son énergie potentielle est alorsimmae. Lorsque I'on ouvre les vannes, le niveawsdmi
I'énergie potentielle diminue, et la différence mbégie est donnée aux turbines qui fournissentavail positif .



grande. La formule trouvée indique que la sommééergie cinétique et de I'énerige potentielle
reste constante au fil du temps. Cette somme aigsé que I'énergie totale du pendule. Ce résultat
était prévisible puisque le pendule est un systeomeservatif : son énergie totale reste constante,
puisqu’il 'y a aucune perte ni gain d’énergie aisis du monde extéieur.

Pour les petites oscillations du pendule, a¥ec «f x = 0, on trouve de méme
X%/ 2+ of X°/ 2 =cte, I'énergie potentielle étant proportionnelle®a 2.

Maintenant I'énergie potentielle va nous aider acer les trajectoires dans I'espace de
configurationx,v.

4. Lignes de niveau d’énergie et trajectoires darse plan x, v

Tracons la courbe représentative du potentiel, dartas des petites oscillations du pendule. Il
s’agit d’'une parabole. Coupons-la par une horidentaprésentant un certain niveau d’énergie
potentielleU, et supposons que pour les abscigssesx, des points d’intersection la vitesse soit nulle.
Cela donne deux points correspondamd),(x,,0) dans I'espace de configuratiapv. Partons du
point d’abscisse;. Comme I'énergie totale reste constante, et qereetgie cinétique, nulle au départ
et positive ensuite, va augmenter, I'énergie pa#atva diminuer. Tout se passe comme s'il y avait
une bille, partie a vitesse nulle du poirt,J) sur la parabole du potentiel, et qui descend lzers
vallée du potentiel avant de remonter de l'autr® gsqu’au point>X,,U) ol sa vitesse redevient
nulle. Puis elle redescend dans l'autre sens, etol@vement de va-et-vient se poursuit indéfiniment,
puisqu’il n'y a aucune perte d’énergfig(ire 6 a gauche

Ce mouvement traduit le fait que I'énergie tot@ste constante, la vitesse de la bille étant duta
plus grande (énergie cinétiqgue croissante) que &et bas sur la courbe du potentiel (énergie
potentielle décroissante). Sur le plan de configoma(x, V), cela donne une courbe ovale qui est la
courbe de niveau de I'énergie totale const&tet qui est aussi, si I'on ajoute une fleche indi le
sens du mouvement sur cette courbe, une trajeclains le plan de condiguratior,\j. Comme la
vitesse est toujours la méme, au signe pres, larl'at au retour en chaque point de la parabole du
potentiel, cela entraine que la trajectoire dandde de phase est symétrique par rapport a I'ese.d
Grace a la seule connaissance de la courbe dutigbtelfx), nous pouvons ainsi dessiner les
trajectoires dans le plan de phase ce que I'on appelle I'écoulemerfiglre 6 a droitg. Cela se
généralise a n'importe quel fonction potenti€k).
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Figure 6: Pendule simpleA gauchecourbe du potentiel et trajectoire a partir du wesuent de va-
et-vient d’'une bille sur la courbe du potentildroite écoulement avec des trajectoires dans le plan
de configurationX;, v).

L'énergie potentielle est une sorte d’énergie emamamge et susceptible d’'étre restituée, et d’aythust grande
gue le niveau d’eau est élevé. Elle est minimaisgloe le niveau est au plus bas.



5. Cas général ou la force dérive d’'un potentiel

L'équation du mouvement s’écrit= F(x) a un facteur pres, avec la fofée= —dU / dx, ou U(X)
représente un certain potentiel donné, ce qui exprgue la force dérive du potentiel. En effetdx
est le travailde la force pendant le temps S'il est moteur (positif), I'énergie potentieltéminue
d’autant, et s'il est résistant, I'énergie poteigiaugmente, d’'otdU = —F dx

Dans le cas particulier du pendule on avait posipletites oscillations du pendule simpl&) =
X2/ 2. et pour le pendule quelconquéx) = — cos, & une constante prés. La courbe représentative du
potentiel, avec ses vallées et ses sommets, peleneacer les courbes de niveau d’énergie, c’est-a-
dire aussi les trajectoires dans le rep&rd.(La présence d’'une vallée de potentiel se trguitun
point elliptique, et celle d’'une bosse de potémi un point hyperbolique.

Appliguons cela aux oscillations quelconques duwlpén A partir de la sinusoide du potenti$b)
= — co9), on déduit les trajectoires dans le plan de plféls@). Deux cas se présentent: soit la
trajectoire se referme sur elle-méme, comme popetalule simple, soit elle s’en va a l'infini. Qdan
on part d’'une position verticale basse avec unigepédtesse initiale, le pendule oscille, ce quhde
une ellipse dans le plan de configuration. Quanduodonne une grande vitesse initiale, il se met a
tourner en rond comme une fronde, et cela se trpduiune courbe ondulante autour de I'horizontale
dans le plan de configuration. Cela correspond tera@nt au mouvement d’'une bille sur une
sinusoide qui peut soit rester bloquée dans uriéevdé potentiel, soit parcourir les montagnesesiss
de la sinusoide. Entre ces deux cas, se trouggfegatrices, cas extrémes et purement théoriglee ou
pendule finit par arriver en position verticale teinstable (au bout d’'un temps infini), sans rdiem
ni d'un coété ni de l'autre. Dans le plan de confaion, ces séparatrices joignent les points
hyperboliques successifs, et englobent les cowmbésrme d’ellipses.

Finalement, a défaut de connaiffen fonction dd, les trajectoires dans le plan de configuration
donnent les indications principales sur le mouverdans tous les cas de figufigre 7).

Figure 7: En hautla courbe du potentiel sinusoid#d) correspondant au pendule quelcondtre.
bas I'écoulement dans le plan de configuration).

Exercice 2 : Ellipses et hyperboles des lignes de niveau depoel
Démontrer que si I'énergie potentielle est de larfe U(x) = k X/ 2, comme pour le pendule

simple (avec k > 0), les trajectoires dans le pt#n phase x,v sont des ellipses dans les creux de
potentiel, ce qui se produit pour k > 0, et desdrpples autour des bosses du potentiel quand k < 0.



L'énergie totaleE, constante, est de la formé/ 2 +k X/ 2 (pourm = 1), d'ot k ¥+ V?= 2E. Il
s'agit de I'équation d’'une conique dans le reperar. Si k est positif, la parabole de I'énergie
potentielle est tournée vers le haut, et I'on aaligsses. Inversement, sur une bosse de poteatiet;
la parabole tournée vers le bgst négatif, et I'on obtient des hyperboles.

6. Un autre oscillateur harmonique, le ressort

6.1. Resssort horizontal

Considérons un ressort disposé horizontalement aneanassen posée sur le sol a une de ses
extrémités. A l'autre extrémité, il est accrochéramur vertical. Faisons-lui subir une élongation
égale &,, avec comme origine sur I'axe horizontal la posittdu ressort au repos. Dans cette position
d’équilibre, la force avec laguelle on tire sur &gt compensée par la force oppdsgexercée sur le
mur (figure 8, tout comme le poidB associé a la masse est compensé par la réactisl.d@our ce
ressort élastique, on considere que la fécest proportionnelle a I'élongation, séf= —k X, k étant
un coefficient positif lié & la raideur du ressdrfichons le ressort, seule la fof€gva jouer a cet
instant initial, provoquant la diminution de I'élgation, et le pendule va subir des oscillationslgui
compriment et le dilatent alternativement sousfdt®efl’'une force proportionnelle a I'élongation, tsoi
F = —k x * Lorsque le ressort a une élongation positive etlguessort est dilaté, la force est négative,
et lorsque I'élongation est négative et que leas® comprime, la force est positive.

{(

Figure 8: Ressort horizontal, posé sur le sol, le pétditant compensé par la réaction du gol.
gaucheressort au repos, droiteressort avec une élongation positivet une force de rappEgl force
avec laquelle il faudrait tirer sur le mur vertigalur I'empécher de bouger s'il était posé sureties.

La loi fondamentale de la dynamique donne I'équmatidférentiellem X' = — kx, identique a celle
du pendule simple. En partant a l'instant 0 d’'utengation positivex, avec une vitesse nulle,

. . : / k . . . - m
I'équation du mouvement est X, cos (,|— t), d’'ou un mouvement sinusoidal de perlodéé%.
m

L’énergie cinétique edE, = (1/2) m V.. D’autre part le travail de la force pendant lmpsdt est
F dx = —dU, ouU désigne I'énergie potentielle, d'alll = kx, etU = (1/2)k %, en prenant une énergie
potentielle nulle pour le pendule au repos. L'éreetgtaleE est donc :

E = (1/2)m V* + (1/2)k ¥, et cette quantité est constante puisque le sgséstrconservatif.
6.2. Ressort vertical

Un ressort est accroché verticalement sous un fappdi. Sa longueur est aldgsquand il n’est

soumis a aucune force. Puis on lui applique ungi®id mgqui le dilate. A I'équilibre, sa longueur
devient I, et la force agissante, somme du poids et derta fibe rappel, est nulle, saig—Kk(l.—1o) =
0. A partir de la on le soumet a des oscillatiatssa longueur variable dans le tempsl est, + X,
x désignant I'élongation par rapport a sa positigguilibre. Notons que I'axe desest vertical et
orienté vers le badigure 9. La force de rappel associée a la tension dwresst proportionnelle a
son allongement, et de la formek{l — ly). La force agissante fait intervenir le poidsatdrce de
rappel, soimg—k (I —1o). La loi fondamentale de la dynamique s’écrit :

* Cette forceF est celle que I'on devrait exercer sur le mur ealtsi celui-ci était posé sur des roulettes, et
gu’on voulait 'empécher de bouger.



mx = mg—k(l —lo) =k(le—lo) =Kk (I =lg) =k(le =) =k (le + X —1g) = —k x

On retrouve la méme équation différentielle querpeuessort horizontal, sauf que I'élongation est
rapportée a la position d’équilibre en présencpaldsP, et non a la position de repos.
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Figure 9: Ressort verticah gaucheau reposan centrea I'équilibre avec un poidB qui lui a été
accrochéa droiteavec une élongation positixeau cours de ses oscillations.

Dans ce qui suit, nous allons compliquer graduedl@mle mouvement de l'oscillateur en
introduisant des influences extérieures. L’aspghébrique va se raréfier, au profit d’'une richesse
luxuriante dans les résultats.

7. L’'oscillateur amorti

Reprenons le pendule, et ajoutons une force deefent (frottement du pivot, ou résistance de
I'air). Cette force est proportionnelle a la vitessgle la forme b 8’, ou le nombre positib est le
coefficient de frottement. Cela donne comme équatiifférentielle pour les petites oscillations du
pendule

6"+b0'+w6=0

L'énergie totaleE du pendule n’est plus constante, elle diminue, cerom peut le vérifier par le
calcul :E=1/2 @'+ «f 8%, dE/dt=8'(8"+ & 87 = —b 8’* < 0, ce qui signifie quE décroit.
Au lieu de trajectoires elliptiques dans les valléle potentiel, on assiste & un tournoiement ealspi
dans le plan de phasé, (@). La bille qui roule dans la vallée de potentietgpde son énergie et ne
remonte plus aussi haut a chaque va-et-vignire 10.

U
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Figure 10: Pendule simple amorti, avec trajectoire en $pira

Exercice 3 : Trajectoires dans le plan de phase ptaipendule quelconque

Programmer la constuction des trajectoires danplen de configurationd, ') pour le pendule
guelconque.

L'équation différentielle s’écrit maintenang"+b&'+ o’ sind= 0. Avec limage de la bille
circulant sur la sinusoide, aucune trajectoire’ae ga plus a l'infini & cause de I'amortissemdres



trajectoires finissent toujours par s’enrouler @irade dans une des vallées de potentiel. Ce que
confirme le programme suivant et son résultatafiglire 11

On se place dans un rectangle écran de centre x0460 et yorig = 400, et on lance les trajectoies
partir des deux c6tés horzontaux en hauheias
dt=0.0005;
for(xe0=-300.;xe0<800;xe0+=1)f points de départ des trajectoires en haut séctan */
{ x0=(xe0-xorig)/zoom; x=x0;v=3.;/* coordonnées calcul, x egf v estt’ */
for(i=1;i<100000;i++)
{ dv=(-sin(x)-b*v)*dt;
dx=(v+0.5*dv)*dt;
x+=dx;v+=dv;
Xe=xorig+zoom*x;ve=yorig-zoom?*v;
if(xe<800 && xe >0 && ve>100)
putpixel(xe,ve,color[((int)(300.*(x0+50%6256]);/* on a pris une palette de gris entre 0 et 255 */

}
SDL_Flip(screen);

for(xe0=0;xe0<1200;xe0+=1) points de départ sur I'horizontale du bas */
{ x0=(xe0-xorig)/zoom; x=x0;v=-3.;
for(i=1;i<100000;i++)
{ dv=(-sin(x)-b*v)*dt;
dx=(v+0.5*dv)*dt;
x+=dx;v+=dv;
Xe=xorig+zoom*x;ve=yorig-zoom*v;
if(xe<800 && xe >0 && ve<600)
putpixel(xe,ve,color[((int)(300.*(x0+50%6256]);
}
SDL_Flip(screen);
}

N

Figure 11: Pendule amorti, trajectoires dans le plan ddigoration @, ¢').
Exercice 4 :Puits et bosse de potentiel

Considérons un potentiel U dont la courbe présemte vallée et une bosse, ce qui correspondant
a un polyndme du®3®degré. Prenons U =%{ 2 — X/ 3 (figure 12). Quand la force dérive de ce
potentiel, 'équation différentielle est x” = AW/ dx = — x + X. Ajoutons une force de frottement,
d’ou

X'=—bxX—x+x,0u X’ +bx —x+ ¥=0.
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Figure 12: Courbe du potentitU(x) = x*/ 2— %/ 3.

1) Prendre b =0 (pas de frottement). Tracer a la main les trajgrets dans le plan de phax,v,
puis programmer pour vérifier ce résul

Le minimum de la courbe du potentiel donne un pelliptique avec des trajectoires ovales f
autour. Le maximum donne un point hyperbolique-dela des séparatrices, les trajectoires part
l'infini, ce qui se produit notamment lorsqu’on lance urle Bilgauche d’assez haut sur la courb
potentiel pour qu’elle dépasse la bosse et déaglert (figure 13.

Dans le programme, on peut lancer les trajectdiaes le planx, v) & partir de I'hoizontale ave
= 0. En prenant udt positf, on dessine les parties de trajectoire®egua-dessus de I'horizontal
Puis en prenant le ménae mais négatif, ce qui revient a faire marche arrieredessine les parti
situées au-dessous.

/

\

Figure 13: Ecoulement en absence de frotten

2) Prendre b positif. Programmer pour vdes deux types de trajectoires, celle qui s’enmouén
spirale dans la vallédu potentie, et celles qui s’en vont a l'infini.

Dans le programme qui suit, on lance es les trajectoires a partir d’'une horizontale &aasec
une ordonnée sur I'écran de l'ordre de 800, -a-dire en dehors de la fenétre d’écran, mais
dessine les points des trajectoires seulementdtiissgont situés a l'intérieur de la fenétre I'écran.
On obtient ainsi ldigure 14

dt=0.0002; ve0=800;
for(xe0=700;xe0<1100;xe0+=1f points de départ sur I'écran des trajectoires */
{ x0=(xe0xorig)/zoom; x=x0;v=(yori-ve0)/zoom;;
for(i=1;i<200000;i++)
{ dv=(-b*v-x+x*x)*dt;
dx=(v+0.5*dv)*dt;
x+=dx;v+=dv;
Xe=xorig+zoom*x;ve=yori-zoom*v;
if(xe<800 && xe >0 && ve>0 && ve<600 && getpixel(xgre)==white
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putpixel(xe,ve,color[((int)(25.*xe0))%ER;

}
SDL_Flip(screen);

}

8. L’oscillateur entretenu : équation de Van der Bl

La force de frottement b @ introduite ci-dessus supposhifpositf, d’ou la perte d’énergie du
pendule. Par contre, avécnégatif, cele revient a injecter de I'énergie @mgule. Pour obtenir un
mouvement entretenu, comme le fait un ressort aupile dans une montre, I'idée est de prendre
tantbtb positif et tantét négatif, de part et d’autre deertain seuild d’amplitude des oscillations.
Lorsque celles-ci sont de faible amplitude, on afgpde I'énergie au systeme pour amplifier le
mouvement, gracela< 0. Lorsque les oscillations sont grandes, on frE@n@aouvement avels > 0.
Cela invite & prendré dépendant de), ou plutdt de|é | ou de 82 car le signe d& ne doit pas
intervenir. En prenanb = — by (1 — &/ 87), les contraintes sup sont satisfaites, et 'on obtient
I'équation dite de Van der Pol :

0"-b,(1-6° 1620+ w6=0
Cette équation est parfois écrite plus simplensergc un seul paramétee
6"-(e-6°)8'+6=0

On assiste alors a un phénoméne nouveau. Danaredpl configurationd, ), les trajectoires
convergent vers une courbe fermée. Cet attracuampelé cycle limite. Il constitue une frontiere
entre une zone extérieure ou les trajectoires &nirauivant des spirales décroissantes, et une zone
intérieure ou les trajectoires, a partir de petitgslliations, tournent en spirales qui s’élargisse

Exercice 5 : Cycle limite de Van der Pol

Programmer I'équation de Van der Pol pour avoir stytle limite, et faire varier e de 0,05 a 2
pour observer ses modifications.de forme.

dt=0.003;
for(e=0.05;e<=2.;e=2.*d) e double a chaque étape */
{ zoom=30./sqrt(e);
th=0.05;thp=0.05; filldisc(xorig+zoom*th,ygrzoom*thp,2,black);* premier point de départ */
for(compteur=0;compteur<100000;compteur++)
{ putpixel(xorig+zoom?*th,yorig-zoom*thp,bd);
ths=(e-th*th)*thp-thy* ths estg” */
th+=thp*dt+0.5*ths*dt*dt/* th estd, thp est)’ */
thp+=ths*dt;
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th=0.;thp=4.*sqrt(e);filldisc(xorig+zoom*th,yig-zoom*thp,2,red);/* deuxiéme point de départ */
for(compteur=0;compteur<100000;compteur++)
{ if (getpixel(xorig+zoom*th,yorig-zoom*thpFwhite && compteur>50000)
filldisc(xorig+zoom*th,yorig-zoom*thp, ldck); /* cercle limite en noir */
else putpixel(xorig+zoom*th,yorig-zoomftined);/* trajectoire en rouge */
ths=(e-th*th)*thp-th;th+=thp*dt+0.5*thstttt;thp+=ths*dt;
}
rectangle(xorig-115,yorig-155,xorig+115,yorigt©,black);SDL_Flip(screen);
xorig+=250; if (xorig>700) {yorig+=270; xorige20;}
}

Les résultats sont donnés sufidure 15

Figure 15: Cycle limite de I'’équation de Van der Pol peur 0,05, 0,1, 0,2, 0,4, 0,8, et 1,6.
Exercice 6 : Oscillateur forcé par un autre
1) Pendule dont le pivot subit un déplacement sinusdidertical

Ajoutons maintenant au pendule simple un mouvesiemsoidal du pivot dans le sens vertical, de
la forme A simt. Cette nouvelle oscillation va se coupler a cdllependule. Tout se passe comme si a
I'accélération g de la pesanteur s’ajoutait I'acééhtion verticale créée par le mouvement du pivot,
de la forme — AZ” sinat. L'équation du pendule simple s'écrivait”+ (g / 1) 6 = 0. Il suffit de
remplacer g par g — & sinat, elle devien®”+(g / 1 — (A &?/ 1) sinat)8= 0. Elle est de la forme

8” + (1 - hsinat)8=0

En posantg(t) = h sinat comme étant le mouvement du pivot & un facteds, @n arrive si I'on
préfere a un systéme de deux équations différkstiel

¢||+ 0,2¢ - O
6"+ (1-9)9=0
ou le premier oscillateug n’est nullement influencé par l'aut® tandis que le deuxieme est forcé

par le premier, d'ou un couplage a sens unique.gPammer le phénoméne précédent de couplage,
qui donne lieu & des phénomeénes chaotiques, daariele configuratiorig, ).

th0=0;the0=xorig; thp0=0.2; phi0=0.;phip0=0.4;
th=th0; thp=thpO; phi=phi0;phip=phipO0;
for(i=1;i<30000000;i++)
{ phis=-alpha2*phi; ths=-omega2*(1.igth;
phi+=phip*dt+0.5*phis*dt*dt; th+=thptat0.5*ths*dt*dt;
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phip+=phis*dt; thp+=ths*dt;

the=xorig+zoom*th; thpe=yorig-zoom*thp;

if(the<800 && the >0 && thpe>10 && thp®80) putpixel(the,thpe,black);
}

Un exemple de trajectoire est donné sdigare 16

N

Figure 16: Trjectoire poutw = 1 eta = 4,7.
2) Pendule accroché a une roue qui tourne

Un pendule de longueur L a son pivot A accrochéa@a d'une roue de rayon R. La roue tourne a
vitesse constante, avec une vitesse angudaifegure 17). Dans le repére orthonormé direct xQly
O est le centre de la roue et Ox vertical oriergésve bas, le point (X, y) ou se trouve la makse
pendule est tel que x =R adst L cosf et y = R siat + L sing, avecé qui est I'angle du pendule
avec la verticale descendante, @t celui de [OA). On admettra que I'équation du mement
permettant de connaitre I'angk en fonction du temps t est :

6 +(g/L)sind — (RA?/ L) cos@- at) = 0. Ici aussi le mouvement du pendule est fpaéle
mouvement tournant de la roue. Programmer.

Figure 17: Pendule dont le point de suspensfmst accroché a une roue qui tourne a vitesse
constante.

Le programme suivant visualise le mouvement du plenct il permet d’assister,suivant la valeur
des parametres, a des mouvements chaotiques.

R=1; L=1;alpha=0.3;9g=0.098;alpha2=alpha*alpha; di602; t=0;
th0=0;the0=xorig; thp0=0.;
th=th0; thp=thpO;
for(i=1;i<1000000;i++)
{ ths=-g/L*sin(th)+R*alpha2/L*cos(th-alph;
th+=thp*dt+0.5*ths*dt*dt;
thp+=ths*dt;
x=R*cos(alpha*t)+L*cos(th);
y=R*sin(alpha*t)+L*sin(th);
Xe=xorig+zoom*y; ye=yorig+zoom?=*x;
xea=xorig+zoom*R*sin(alpha*t); yea=ygtzoom*R*cos(alpha*t);
filldisc(xe,ye,3,black); line(xea,yea,ye,black); circle(xorig,yorig,zoom*R,black);
if (i%200==0) {SDL_Flip(screen);SDL_Hect(screen,0,white);}
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t+=dft;
}

3) Vibrations d’'une voiture sur une piste de télaedulée

Assimilons les amortisseurs de la voiture & un Bmgssort. A I'arrét, ce ressort est surmonté par
la masse m de la voiture. Dans cette position dldga on considere que son extrémité est a la
hauteur 0 sur I'axe vertical des x. Si I'on compeiihe ressort par rapport a cette position d’équiéib
il se met a osciller, et I'on sait que la force gsbportionnelle a I'allongement x du ressort.
L’équation différentielle du ressort est m x”"= x,kavec un signe — puisqu’il s'agit d’'une force de
rappel. Ajoutons-y un effet de frottement, celangom x’'= — kx — bx’.

Maintenant faisons rouler la voiture a vitesse ¢ange sur une piste présentant des oscillations
sinusoidales, de hauteur f(t) a l'instant t par papt & 'axe moyen de la sinusoide. En gardant la
méme origine verticale 0 que précédemment, I'abongnt du ressort n'est plus x mais x — f(t), et sa
vitesse devient x'— f'(t) (figure 18). L'équatioifférentielle du mouvement vertical x devient

mx” =—k (x = f(t)) — b (x'- f'(t)). En posantpb/m, g= k/m et
g(t)= (b f'(t) + k f(t))/m, ou g(t) est sinusoiidabuisque f(t) I'est déja, on trouve I'équation :

X"+ px'+ gx = g(t)

B
% D) el
-

N

Figure 18: Schéma d’amortisseur d’une voiture roulant sufactble ondulée.

1) Etudier le cas ou g(t) = 0, en prenant g = 1 etfaisant varier p, cela dans le repére t, x. Puis
en prenant g =1 et p = 0,1, ce qui correspond & dscillations amorties, rajouter I'effet de g(t)sin
8t, pour constater les perturbations qui en résulur la courbe.

L'équation différentielle s’écritx”+ p x'+ g x =0. On constate deux types de trajectoifigife
19) . pour p inférieur & 2, on assiste a des oscillations ae®rtiet pourp supérieur a 2,
I'amortissement se fait sans aucune oscillation.

Puis pourmp = 0,1 etq = 1, rajoutons I'effet de sifif) dans le second membre. On a toujours des
oscillations amorties, mais celles-ci sont pertasbpar les vibrations de la roufeygre 19 a droit.
Le programme ne présente pas de difficultés.

® Cela correspond a la théorie des équations diffiélées du second ordre & coefficients constantaes
second membre, soit' + p x'+ g x =0. On forme ce que I'on appelle I'équation carastigueX* + pX + q = 0.
Si le discriminantd = p? — 4q est positif, elle admet deux solutions réefigstr,, et I’ équation différentielle a
pour solutionsx = C, e"' + C, e ™', tandis que sil est négatif, elle admet deux solutions complexeguguées

a * i, et 'équation différentielle a pour solutiors e™ (C, cot + C, sin At). D’ou les deux comportements
différents, observés expérimentalement.
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Figure 19: A gauche et au centrg(t) = 0, oscillations poup = 0,8 etq = 1, amortissement sans
oscillations poump = 2,2 etq = 1. A droite g(t) = sin &, oscillations du ressort perturbées par les
petities vibrations de la route.

torig=30;xorig=300;zoomt=12.; zoomx=450.;line(tgKgrig,torig+740,xorig,black);
line(torig,xorig-200,torig,xorig+200,blacky* repere */
t=0; dt=0.0001; vo=0.1; x0=0.; x=x0;v=Vo0 ; te=torig* conditions initiales */
while(te<750)
{ putpixel(te,xe,black);
a=-p*v-gq*x+sin(8*t); /* accélération */
x+=v*dt+0.5*a*dt*dt; v+=a*dt; t+=dft;
te=torig+zoomt*t; xe =xorig-zoomx*x;

}

3) Etudier le phénoméne de résonance : lorsque liogérdes oscillations libres du ressort est
proche de celles de la route, 'amplitude des tetdins augmente fortement. Dans le cas présent,
cela a lieu en gros pour g(t) = sin t (figure 2@ignalons que ce phénoméne de résonance est une
cause majeure de rupture d’ouvrages de travauxipsitdomme les ponts. Lorsque les oscillations
propres de la structure du pont et celles provergantourbillons de vent ou de tourbillons dans liea
ou de mouvements cadencés de véhicules ou de dreapeen harmonie, les vibrations s’amplifient
et peuvent aller jusqu’a détruire le pont. Un exéamest la rupture d’'un pont construit dans les
années 1820 sur la Seine par Louis Navier, ce deréiant réputé pour ce que I'on appelle les
équations de Navier-Stokes, I'un des piliers deécanique des fluides.

VﬂUﬂ Wﬁﬂvﬂvﬂwﬂvﬂwﬂvﬂvﬂvﬂﬁ

Figure 20: Développement des oscillations. Celles-ci augemnjusqu’a la résonance, g(t) =
sint, avant de diminuer.

Exercice 7 : Pendule attiré par plusieurs aimants

On est en trois dimensions, avec un pendule domtalsse M bouge dans un plan horizontal xOy
(d’équation z = 0) car I'on néglige les petites iadions verticales. Deux aimants, ou plus, sontéta
un peu en-dessous, dans le plan z = — d (figuje Rdarté de sa position verticale d’équilibre, et
lancé a vitesse nulle, la masse M ne va plus semese livrer a des oscillations amorties, maig ell
va bouger en étant tour a tour attirée par I'un lautre des aimantx, avant que son mouvement ne se
stabilise en s’arrétant dans la direction de I'utealx précisément.

Ainsi, selon la position de départ du point M, lajectoire va se figer sur un des aimants ou un
autre. Chaque point de départ sera colorié selaimant que sa trajectoire finit par privilégier. On
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obtient ainsi un partage du plan xQy suivant desesajui correspondent aux bassins d'attraction de
chaque aimant. On constatera une grande sensibiit& conditions initiales. Deux points
extrémement proches peuvent avoir des trajectouesonvergent vers des aimants différents.

Figure 21: Pendule en mouvement, soumis a l'attractiorrale aimantsd€n rougs.

Pour la programmation, il s'agit d’avancer progréasment et bien régler les paramétres: On
considere que I'écran correspond au plan xy.

1) Prendre le pendule seulement soumis a son paaals, sottement et sans aimants. Tracer la
trajectoire de M dans le plan xOy en prenant auatex = 1, y = 0, et le vecteur vitesse de
coordonnées vx = 0, vy = 1. Vérifier que les équaidifférentielles du mouvement sont x"= — Cx,
y”=— Cy, ou C est une constante liée au poida ket longueur de la tige du pendule. Régler C.

On est dans le cas de petites oscillations, etrétrouve les équations différentielles du pendule
simple.

2) Rajouter un frottement. Les équations différelggetlieviennent x”’= — Cx — Rx’, et y"= - Cy —
Ry'. Visualiser une trajectoire de M. Régler la stante R de frottement pour que le mouvement en
spirale autour de O ne soit ni trop amorti ni trppu.

C=4.; R=0.4; dt = 0.0001;

x=1.; y=0.; vx=0.;vy=1.;
filldisc(xorig,yorig,3,black);

for (compteur=0;compteur<1000000;compteur++)

ax=-C*x-R*vx; ay=-C*y-R*vy;

x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; y+=vy*dt+0.5*ay*dt*dt;
vx+=ax*dt,vy+=ay*dt;

xXe=xorig+zoom*x; ye=yorig-zoom®*y;

putpixel(xe,ye,black); if (compteur%10000==0) SDlipfscreen);
}

Avec la constante de frottement choisie, assetef@ib= 0,4), on trouve une trajectoire en spirale
qui finit par converger vers le point d’équilibfeg(re 22.

Figure 22: Mouvement amorti du pendule vers son point diée.

3) Rajouter un aimant au poing x 0.5, ys = 0 par exemple. Pour le calcul de la force d'atttian
en 3 dimensions, I'aimant est en A, (%, z = — d) (figure 23 & gauche). Avec le point M eny(xQ) ,
le vecteuMA a pour composantes;(* X, — Y, —d). En posant longueur MA = D, le vecteurtaing
estMA / D, de coordonnées ((* x) / D, (y—y) / D, —h / D), et la force d’attractiof est portée par
ce vecteur avec une amplitude proportionnelle @i, o0, en ne gardant que sa projection sur xOy
. F((x—x) /D, (yi—y) /D). Plus on prend h petit, plus I'attraction seragartante. Les équations
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différentielles deviennent x"=— Cx — RX' +(xx) / I, y’= — Cy — Ry’+ (y — y) / D’. Visualiser
une trajectoire et régler d, afin d’ obtenir un m@ment suffisamment complexe, mais qui se stabilise
en direction de I'aimant sans trop attendre.

d=0.2; C=4.; R=0.2¢t=0.0001,;

x1=-0.5; y1=0,;

x=1.; y=0.; vx=0.;vy=1; filldisc(xorig+zoom*x,yog-zoom*y,3,black);
for (compteur=0;compteur<200000;compteur++)

{ D=sgrt((x-x1)*(x-x1)+(y-y1)*(y-y1)+d*d); D3=DD*D;
ax=-C*x-R*vx+(x1-x)/D3; ay=-C*y-R*vy+(y1l-y)/[3;
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; y+=vy*dt+0.5*ay*dt*dt;
vx+=ax*dt; vy+=ay*dt;
xXe=xorig+zoom*x;ye=yorig-zoom*y;
putpixel(xe,ye,black);if (compteur%100==0) ISIFlip(screen);

filldisc(xorig+zoom*x1,yorig-zoom*y1,5,red);

Un exemple de trajectoire est donné sudigare 23 a droite

M (x.y.0)

A (x1,y1.-h)

Figure 23: A gaucheles deux plans et la force d'attraction exercael’gimantA sur la mass#l
du penduleA droitetrajectoire de la masse du pendule avec amortessiegh attraction vers I'aimant.

4) Prendre plusieurs aimants, chacun apportant sacdod’attraction. Visualiser quelques
trajectoires.

Dans le programme qui suit, on a pris trois aimdoite trajectoire est visualisée sufitpure 24

d=0.2; C=4.; R=0.2¢t=0.0001;

xx[0]=0.5; yy[0]=0.; xx[1]=-0.25;yy[1]=0.433; xx[2}-0.25; yy[2]=-0.433;
x=1.; y=0.; vx=0.;vy=1.;filldisc(xorig+zoom*x,yorigoom*y,3,black);

for (compteur=0;compteur<200000;compteur++)

{ DO=sqrt((x-xx[0])*(x-xx[0])+(y-yy[O])*(y-yy[0] )+d*d); DO3=D0*DO*DO;
D1=sqgrt((x-xx[L])*(X-xx[1])+(y-yy[1])*(y-yy[1])+d*d); D13=D1*D1*D1;
D2=sqrt((x-xx[2])*(X-xx[2])+(y-yy[2]) *(y-yy[2]) +d*d); D23=D2*D2*D2;
ax=-C*x-R*vx+(xx[0]-X)/D03+(xx[1]-X)/D13+(xxR]-x)/D23;
ay=-C*y-R*vy+(yy[0]-y)/D03+(yy[1]-y)/D13+(yyR]-y)/D23;
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; y+=vy*dt+0.5*ay*dt*dt;
vx+=ax*dt; vy+=ay*dt;

Xe=xorig+zoom*x; ye=yorig-zoom®*y;
putpixel(xe,ye,black);if (compteur%100==0) ISIFlip(screen);

}

filldisc(xorig+zoom*xx[0],yorig-zoom*yy[0],5,red);
filldisc(xorig+zoom*xx[1],yorig-zoom*yy[1],5,red);
filldisc(xorig+zoom*xx[2],yorig-zoom*yy[2],5,red);
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Figure 24: Trajectoire qui finit par converger vers un tlegs aimants€n rouge.

5) Prendre les trajectoires de chaque point de I'écret les colorier selon que leur trajectoire vers
I'un ou l'autre des aimants.

Toujours avec trois aimants, on considére lesdiaies des points situés dans un carré de I'écran.
Pour chaque trajectoire, au terme de 40 000 itdrsit{aveat = 0,0001), on se contente de regarder
dans quelle zone se trouve le point final de lgdttaire, en déterminant quel est I'aimant le plus
proche de lui. Puis on colorie le point de déparfaltrajectoire avec la couleur associée a I'atman
concerné. Le résultat donné sur la figure 25 inglign certain comportement chaotique, ou des points
de départ voisins donnent des trajectoires quongeargent pas vers le méme aimant.

d=0.1; C=4.; R=0.2;
xx[0]=0.5; yy[0]=0.; xx[1]=-0.25;yy[1]=0.433; xx[2}-0.25; yy[2]=-0.433;
for(xe=xorig-250;xe<=xorig+250;xe++) for(ye=yorip@;ye<=yorig+250;ye++}* parcours du carré sur
{ compteur=0 I'écran */
x0=(float)(xe-xorig)/zoom; x=x0; yO=(float)gyig-ye)/zoom; y=y0; vx=0.; vy=0.;
do
{ DO=sqrt((x-xx[0])*(x-xx[O])+(y-yy[0])*(y-yy[0])+d*d); DO3=D0*D0*DO;
D1=sqrt((x-xx[L])*(X-xx[1])+(y-yy[1])*(y+yy[1])+d*d); D13=D1*D1*D1;
D2=sqrt((x-xx[2])*(X-xx[2])+(y-yy[2]) *(y+yy[2])+d*d); D23=D2*D2*D2;
ax=-C*x-R*vx+(xx[0]-x)/D03+(xx[1]-x)/D13(xx[2]-x)/D23;
ay=-C*y-R*vy+(yy[0]-y)/D03+(yy[1]-y)/D13(yy[2]-y)/D23;
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; y+=vy*dt+0.5*ay*tdt; vx+=ax*dt; vy+=ay*dt;
compteur++;
}
while(compteur<40000) ;
if(y<rac3*x && y>-rac3*x) putpixel(xe,ye,blye /* coloration du point initial (xe, ye) avec la deur
else if( y>0.) putpixel(xe,ye,red); del'aimant concerné */
else putpixel(xe,ye,green);
if (ye==yorig+200) SDL_Flip(screen);
}
filldisc(xorig+zoom*xx[0],yorig-zoom*yy[0],5,black)
filldisc(xorig+zoom*xx[1],yorig-zoom*yy[1],5,black)
filldisc(xorig+zoom*xx[2],yorig-zoom*yy[2],5,black)
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Figure 25: Bassins d’attraction des trois aimants.
Exercice 8 : Noria

De l'eau coule a la verticale d'une roue qui contissur son pourtour des cuvettes qui pendent
verticalement, leur fond plat étant horizontal. IEsici se remplissent en passauus le filet d’'eau a
débit constant. Cela provoque un mouvement deiootate la roue (figure 26). Selon les forces en
présence, a savoir les poids de I'eau emmagasinés ks cuvettes, la roue tourne dans un sens ou
dans l'autre. Pour obtenir un mouvement perpéttegbplarence chaotique, on vide les cuvettes quand
elles sont pleines, et I'on rajoute une légere évagion. Précisons que pour I'équation différerigel
du mouvement, ou intervient I'angfde rotation de la roue en fonction du temps, ffisd’ajouter
les accélérations angulaires provoquées par legdpde I'eau en projection tangentielle sur le cercl
de la roue. Programmer pour visualiser le mouvendgenia roue.

Figure 26: La roue en mouvement sous l|'effet du poids dau’dans les 8 cuvettes, avec le filet
d’eau qui tombe en haut de la roue.

Chaque cuvette se comporte comme un pendule, retsbd que la seule force agissante est la
projection du poids tangentiellement au cerclesC& somme des accélérations tangentielles causées
par les poids des cuvettes qui donne une accélgratngentielle provoquant la rotation de la roue.

Dans notre programme, nous avons pris 8 cuvettgglieééement espacées. Pour la roue de
longueur unité, chaque cuvette a une longueur tvaidze égale a 0,7 et une hauteur de 2 /15 =0,133
correspondant & 20 pixels sur I'écran pour un zdenmi50. On considere que pour chaque intervalle
de tempgdt = 0,001, la cuvette placée sous le filet d’eau 8ai hauteur d’eau monter de 1 / 40 =
0,025, et la masse d’eau augmenter de 1/ 9, pwramasse/hauteur d’eau étant toujours égal 40 /
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La position d’une cuvettea chaque instant est connue par I'angktdi] entre elle et la verticale,
comme pour un pendule, et la force agissanté&estm[i] sin(thetdi]), la massam[i] étant celle de
I'eau dans la cuvettie La loi fondamentale de la dynamique s’écrit :

S m)e"=-Kk

oud” estl'accélération de I'angle de la roue, et I'oajgute un terme d’amortissement de la forme
—y &, kety étant des coefficients que I'on se donne.

for(i=0;i<8;i++) {theta[i]=i*M_PI1/4.+0.15; h[i]=0.m[i]=0.;} /* conditions initiales */
dt=0.001; thprime=0.;
for(compteur=0;compteur < 30000; compteur+#)boucle du temps */
{ sommemasses=0.; sommeforces=0.;
for(i=0;i<8;i++)
{ sommemasses+=m[i]; sommeforces+=miiiftheta[i]); }
if (sommemasses>0.0005) /* on a pris k ®#b§amma = 75 */
{ thacc=-k*sommeforces/sommemasses-gantmathe/sommemasses;accélération de la roue */
thprime+=thacc*dt/* vitesse angulaire de rotation */
}
else thprime=0.;
for(i=0;i<8;i++) /* calcul des nouvelles positions pour chaque devit
{ theta[i]+=thprime*dt;
if (theta[i]>=deuxpi) theta[i]-=deuxgf; (theta][i]<0.) theta[i]+=deuxpi;
xe=xorig+zoom*sin(thetal[i]); ye=yorigaam*cos(theta]i]);
extremg=xe-0.3535*zoom; extremd=xe$b33zoom; /* dessin d’un cuvette */
line(extremg,ye,extremd,ye,black);
line(extremg,ye,extremg,ye-20,blackgliextremd,ye,extremd,ye-20,black);
if (theta[i]l<M_PI1+0.35 && theta[i]>M_P0.35) /* cuvette remplie par le filet d’eau */
{ touche=i;
h[i]+=1./40.; m[i]+=1./9.; if (§>20.) {h[i]=0.;m[i]=0.;}
line(xorig,0,xorig,ye-h[i],blue);

line(extremg+1,ye-h[i],extremd-1,yaliqlue);
for(j=1;j<h[i];j++) line(extremg+1,ygextremd-1,ye-j,blue);

circle(xorig,yorig,zoom,black);

SDL_Flip(screen);SDL_FillRect(screen,0,wht

for(j=0;j<8;j++) if (j'=touche) if (h[j]>05) {h[j] -=1./800.; m[j]-=1./180.;}/* évaporation */
}

9. Mouvement de planetes

Il ne s’agit plus a proprement parler d’'oscillatkeuvlais deux planetes qui s'attirent mutuellement
ont chacune un mouvement périodique, comme on garistater. Selon la loi d’attraction universelle,
deux objetsP; et P, de masse#; et M,, de coordonnées«( Y1), (X, ¥») dans un repére plan, et
séparés par une distandgs’attirent mutuellement avec une force d’ampktu& = k My M, / d°.
Comme une forcé est reliée a I'accélératioA par la relationF = M A, I'objet P; est soumis a
I'accélération vectorielld; = (k Mo/ d?) i1, i1, étant le vecteur unitaire dirigé & versP,, et I'objet
P, est soumis a 'accélératidky = (k M,/ d°) i, avedi;, de coordonnéesd—x,) / d et > —yi) / d, et
i,1 de coordonnéesiy(—Xo) / d, (y1 —V») / d. Finalement I'accélératioA; a pour coordonnéegx =
K My (%o —Xq) / o, ay = k My (Yoyn) / d®, et de méme pouk,. Connaissant ces relations entre les
accélérations et les positions, il suffit d’ajoulies conditions initiales au temps: 0 sur les positions
et les vitesses, pour obtenir les trajectoiresothgess.
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Remarquons que si les vitesses initiales étaiese¢pnulles ou portées pBiP,, les deux objets
auraient une trajectoire rectiligne jusqu'au chapalf On choisira de prendre des vitesses
perpendiculaires &;P,. Si ces deux vitesses sont de sens opposé et geigd;, V,+ M, V,=0, le
centre de gravité dB; et P, reste fixe au cours du mouvement, ce qui faciliteisualisation sur
écran. Plus généralement, la vite¥sdu centre de gravité est telle qivy ¢ M) V =M Vi + M, Vo,

Si I'on veut éviter de voir les deux objets tourshacun autour de l'autre tout en s’éloignant vers
I'infini — pour nous hors de I'écran, il suffit dercer le centre de gravité a rester au centréédean.

Ce qui vaut pour deux objets peut se généraliddrabjets, chaque objet étant alors soumis a
I'accélération provoquée par tous les autres, adédion des vecteurs correspondants.

Exercice 9 : Le probleme des trois corps

1) Commencer par programmer le mouvement de dewetelark? et P, , en se plagant dans un
repére relatif ou leur centre de gravité est I'drig. Leur donner des vitesses initiales
perpendiculaires a la ligne /P,, et de sens opposé. A cause du repere choigiffit de donner a
'une une vitesse nulle et a l'autre une vitessa nalle. Par un choix judicieux des paramétres,
s'arranger pour obtenir des trajectoires ellipticuistables. Remarquer que si I'une des planétesa un
masse forte par rapport a I'autre, elle reste presgmmobile dans le repére du centre de gravité.

Dans le programme qui suit, le nombre de planetedNe= 2, et 'une a une masse dix fois plus
grande que l'autre. En fixant le centre de gra@gi yg) des deux planéetes au centre de I'écran, la
planete la plus lourde a une trajectoire ovale pigtite par rapport a celle de la planéte la phgeie.
Pour éviter une accumulation de petites erreurs pris un intervalle de temps dt trés petit, doit
0,000001. Au terme de 200 000 000 d'itérationsnempeut cependant pas éviter une légere variation
de la trajectoire planete la plus lIégére, danairexs conditions initialegigure 27).

m[0]=10.; m[1]=1.;
x[0]=-1.; y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0.;
vx[0]=0.;vy[0]=1.8/m[1]; vx[1]=0.;vy[1]=-1.8/m[0]; /* trajectoires presque circulaires dans ce cas */
dt=0.000001; [* si I'on prend vx[1]=0.8/m[1] et vy[1]=-0.8/m[1]¥
for (compteur=0; compteur < 200000000; compteur++) [* la trajectoire elliptique de la planéte 1 */
{ xg=(m[O]*x[0] +m[1]*x[1] +m[2]*Xx[2] )/(m[O]+m[ 1]+m[2]); /* dévie |égérement */
yg=(m[O]*y[0] +m[1]*y[1] +m[2]*y[2] )/(m[O]+m[1]+m([2]);
for(i=0;i<N;i++)
{ xe=xorig+zoom*(x[i]-xg); ye=yorig-zoom*({}-yq);
putpixel(xe,ye,black);

}
for(i=0;i<N;i++)
{ ax[i]=0.;ay[i]=0.;
for(j=0;j<N;j++) if (j!=i)
{ distx=x[j]-x[i];disty=y[j]-y[i]; dist2=distx*distx+disty*disty;
dist= sqrt(dist2); dist3=dist*didist;
ax[il+=k*m[j]*distx/dist3; ay[i]+=km[j]*disty/dist3;

for(i=0;i<N;i++) /* nouvelle position */

{ x[i[+=vx[i]*dt+0.5*ax[i]*dt*dt; y[i]+=vy[i ]*dt+0.5*ay[i]*dt*dt; }
for(i=0;i<N;i++) /** nouvelle vitesse */

{ vx[il+=ax[i]*dt; vy[i]+=ay][i]*dt; }
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Figure 27: Mouvement de deux planétes. Selon le choix deslitions initiales, on constate au
bout d’'un certain temps que la trajectoire de ti#gelanéte reste immuabla gauchg ou subit une
leégére variation & droite) & cause de I'accumulation de petites erreurs dukss discrétisation du
mouvement.

2) Programmer le mouvement relatif de trois planetés. leur donnera des masses nettement
différentes, de facon que la plus petite ait termdaa tourner autour de la planéte moyenne, celle-ci
tournant & son tour autour de la grosse. Dans dagt&as, on pourra observer une relative stabilité
du mouvement, tandis que dans de nombreux autneassiste rapidement a une catastrophe : la
déstabilisation du mouvement de la plus petiteyvgupartir a I'infini. Pour se rassurer, précisonsie
ce phénoméne, observé dans l'univers de fantaisiesfyl’écran de l'ordinateur, est certes lié a la
théorie du chaos, mais qu’il est aussi provoquél@aumul des petites erreurs dans la résoluties d
équations différentielles du mouvement, ainsi carel vitesse trés grande de rotation de la petite
planete (quelques secondes) par rapport a ce gpasee dans l'univers réel.

Dans le programme, qui ressemble au précédentplerement de la grosse planete est dessiné en
noir, celui de la planete moyenne est en bleulat de la petite en rouge. Avec les conditionsafets
choisies, le mouvement reste stable, la petitegpdatournant autour de la planete moyeriigeie 28
en hauj.

m[0]=100.; m[1]=1.;m[2]=0.01;
x[0]=-1.; y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0.; x[2]=1.1; }2]=0.;
vx[0]=0.;vy[0]=6./m[1]; vx[1]=0.;vy[1]=-6./m[0]; w[2]=0.;vy[2]=vy[1]+2.5;
dt=0.000001;
for (compteur=0; compteur < 24000000; compteur++)
{ if (compteur==1200000) {SDL_Flip(screen);pa(sk
xg=(m[0]*X[0] +m[1]*X[1] +m[2]*x[2] )/(m[O]+m[1]+m[2]);
yg=(m[0]*y[0] +m[1]*y[1] +m[2]*y[2] )/(m[O]+m[1]+m[2]);
for(i=0;i<N;i++)
{ xe=xorig+zoom*(x[i]-xg); ye=yorig-zoom3(i]-yQg);
if (i==0)circle(xe,ye,1,black); eldéi+=1)circle(xe,ye,1,blue); else putpixel(xe iex);

for(i=0;i<N;i++)
{ ax[i]=0.;ay[i]=0.;
for(j=0;j<N;j++) if (j!=i)
{ distx=x[j]-x[i];disty=y[j]-y[i]; dist2=distx*distx+disty*disty;
dist= sqrt(dist2); dist3=dist*didist;
ax[il+=k*m[j]*distx/dist3; ay[i]+&*m[j]*disty/dist3;

}
for(i=0;i<N;i++) /** nouvelle position */

{ x[iI+=vx[i*dt+0.5*ax[i]*dt*dt; y[i]+=vy[ i]*dt+0.5*ay[i]*dt*dt;}
for(i=0;i<N;i++) /** nouvelle vitesse */

{ vxi]+=ax[i*dt; vy[il+=ay[i]*dt;}
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Puis modifions les conditions initiales, soit :

m[0]=45.; m[1]=1.;m[2]=0.01;
X[0]=-1.; y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0.; x[2]=1.2; }2]=0.;
vx[0]=0.;vy[0]=6./m[1]; vx[1]=0.;vy[1]=-6./m[0]; w[2]=0.;vy[2]=vy[1]+2.5;

Les trajectoires restent encore stables, maiosipgrend ensuitg[2] = 1,21 au lieu de 1,2, sans
rien changer par ailleurs, la petite planéte &st Wite propulsée a l'infini, entrainant une déwviatdu
mouvement de la planéte moyenfigure 28 en bas

Figure 28: Mouvement de trois planéteSn haut a gaucheles trajectoires aprés un tour,aet
droite aprés de hombreux tousn bas une modification tres |égeére de la vitesse ilgitide la planete
la plus légere, sans changer les autres conditiitieles, suffit pour passer d’'un mouvement stable
un mouvement instable, la petite planete part&inifani.

Exercice 10 : Désagrégation d'un amas galactique

Considérons deux planétes, I'une grosseeP l'autre petite . Faisons en sorte que la petite
planéte décrive une trajectoire parabolique, en tlannant une vitesse initiale suffisante, pour
gu'apres s'étre rapprochée de la grosse sous lteffe l'attraction, elle s’en éloigne ensuite
irrémédiablement, I'attraction n’étant pas assed@our la retenir. Puis rajouter autour de la fiet
planéte plusieurs dizaines d’astéroiides ge masse trés faible. Faire en sorte que ceudstohent
autour de cette planéete de facon réguliere, lorstiimfluence de la grosse planete ne se fait pas
sentir. Pour cela, il faudra accepter que ces asitdes n’exercent entre eux aucune force d'attractio
lIs sont seulement soumis a I'attraction de lateetit de la grosse planetes. Il faudra aussi évéer
phénoménes chaotiques obtenus dans le problémioidesorps. Cela réglé, on verra comment cet
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amas galactique, qui tourne autour de la petitenple, va se désagréger lorsque cette derniere se
rapproche de la grosse planéte, qui exerce seseftEactifs.

Dans le programme qui suit, nous avons placé 1i&8aides autour de la plané&e

masse[0]=100.; masse[1]=30.; absc[0]=-100.; ordjQ]absc[1]=200.; ord[1]=220.;
vitx[0]=0.; vity[0]=0.; vitx[1]=-0.5; vity[1]=-0.8 /* les planétes PO et P1 */
for(i=117;i<137;i++) { masse[i]=0.5; /fes astéroides, en couches circulaires autour d&/P1
absc[i]=alige{40.*cos(6.28*(i-2)/20.); ord[i]=ord[1]+40.*sin(@8*(i-2)/20.);
vitx[i]=vit&]+0.86*sin(6.28*(i-2)/20.); vity[i]=vity[1]-0.86t0s(6.28%*(i-2)/20.); }
for(i=97;i<117;i++) { masse[i]=0.5;
absc[i]=abde{35.*cos(6.28*(i-2)/20.); ord[i]=ord[1]+35.*sin(@8*(i-2)/20.);
vitx[i]=vitx[£0.93*sin(6.28*(i-2)/20.); vity[i]=vity[1]-0.93*ccs(6.28*(i-2)/20.); }
for(i=67;i<97;i++) { masse[i]=1.;
absc[i]=absc[1P+]0s(6.28*(i-2)/20.); ord[i]=ord[1]+30.*sin(6.2&2)/20.);
Vitx[i]=vitx[1]+¥sin(6.28*(i-2)/20.); vity[i]=vity[1]-1.*c0s(6.28%i-2)/20.); }
for(i=47;i<67;i++) { masse[i]=0.5;
absc[i]=absc[2bt*c0s(6.28*(i-2)/20.); ord[i]=ord[1]+25.*sin(6.28-2)/20.);
vitx[i]=vitx[1]*.1*sin(6.28%(i-2)/20.);
vity[i]=vity[1}.1*c0s(6.28*(i-2)/20.); }
for(i=32;i<47;i++) { masseli]=1.;
absc[i]=absc[1Pptos(6.28*(i-2)/15.); ord[i]=ord[1]+20.*sin(6.2&i2)/15.);
Vitx[i]=vitx[1]+2*sin(6.28*(i-2)/15.); vity[i]=vity[1]-1.2*cos(628*(i-2)/15.); }
for(i=17;i<32;i++) { masseli]=1.;
absc[i]=absc[1Dt*cos(6.28*(i-2)/15.); ord[i]=ord[1]+10.*sin(6.28-2)/15.);
Vitx[i]=vitx[1]*. 7*sin(6.28*(i-2)/15.); vity[i]=vity[1]-1.7*cos(628*(i-2)/15.); }
for(i=2;i<17;i++) {masseli]=1.;
absc[i]=absc[&]#c0s(6.28*(i-2)/15.); ord[i]=ord[1]+5.*sin(6.28#2)/15.);
vitx[i]=vitx[1]2.4*sin(6.28*(i-2)/15.); vity[i]=Vvity[1]-2.4*cos(628*(i-2)/15.); }
dt=0.01; compteur =0;
do { compteur++;
if (compteur%10==9) {SDL_Flip(screen);SDLlillRect(screen,0,white);}
for(i=0;i<nombre;i++)/* dessin des points sur I'écran */
{ xe=xorig+absc]i]; ye=yorig+ord[i]; fllisc(xe,ye,1,black);
if (i==1) filldisc (xe,ye,4,black)if (i==0) filldisc(xe,ye,5,black);
}
for(i=0;i<2;i++) /* accélération */
{ accx[i]=0.; accy][i]=0.;
for(j=0;j<2;j++) if (j!=i)
{ distx=absc[j]-absc]i]; disty=oijtHord[i]; dist2=distx*distx+disty*disty;
dist[i]= sqrt(dist2); dist3=di$tdist[i]*dist[i];
accx[i]=accx[il+masse[j]*disti&l3; accy[i]=accy[i]+ masse][j]*disty/dist3;
}
}
for(i=2;i<nombre;i++)
{ distx=absc[1]-absc]i]; disty=ord[1]-dit] dist2=distx*distx+disty*disty; dist[i]= sqriist2);
dist3=dist[i]*dist[i]*dist[i];
ddistx=absc[0]-absc]i]; ddisty=ord[Ofel[i]; ddist2=ddistx*ddistx+ddisty*ddisty;
ddist= sqrt(ddist2); ddist3=ddist*ddigdist;
accx|[il=masse[1]*distx/dist3 +masséflistx/ddist3 ;
accy[il=masse[1]*disty/dist3 +massé&flisty/ddist3 ;

for(i=0;i<nombre;i++)/* nouvelle position */

{ absc][i]=absc[i]+vitx[i]*dt+0.5*accx[ifdt*dt; ord[i]=ord[i]+Vity[i]*dt+0.5*accy[i]*dt*dt; }
for(i=0;i<2;i++) /* nouvelle vitesse */

{ vitx[i]=vitx[i]+accx[i]*dt; vity[i]=vit y[i]+accy[i]*dt; }
for(i=2;i<nombre;i++)

{ vitx[i]=vitx[i]+(accx[1]+accx(i])*dt; vity[i]=vity[i]+(accy[1]+accy]i])*dt;}

}
while (compteur<35000);
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Figure 29: Désagrégation d’un amas galactit

9. Accélération dans ur repere mobile

Nous donnons ici un appoint théorique qui va p#nmed’aller plus loin dans I'étude d
mouvements, en faisant intervenir un repere mohiheeffet, wand un pointM parcourt une courbe,
on peut lui associer & chaque instant un repéreidest I'origine. Nous allons étudier deux des
possibles, en deux dimensions dans un

9.1. Repere de Frenet

A partir du pointM a l'instantt, on prend le vecteur unife tangent a la trajectoire, ainsi que
vecteur normalN qui se déduit deT par une rotation de/2. L'objectif est de déterminé I
coordonnées du vecteur accélération A dans ceaepgibouge avec MPendant le temgdt, le point
passe d& aM’, et I'arc ainsi parcouru sur la trajectoire notéds Le vecteur vitesse est porté |T
et il est tel que :

v=9roy7
dt

Pour avoir le vecteur accélération /rivons le produitT par rapport au tem :
2
A=dvidt= D14 O8I e dv_d's
dt dt dt dt dt

\ dT
Il reste a calculerd—t :

dr _drds_ dT

dt ds dt  ds

Le petit arcds est assimilable & un petit arc de ce® de rayorR et de centri, et il est vu sous un
angledd a partir dd, d’'ou

dr_,dr_ dr do
dt ds dd ds
Or ds= R ) par définition d’'un angle en radians comme on peut le vérifier sur figure 3Q

d—T =N . Finalement
dé

A= Yy
d R

® Ce cercle donne une indication sur la courbureadeajectoire, il est appelé cercle de courbureacle
osculateur.
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Figure 30: Pendant le tempd, I'arc parcouru sur la courbe C &M’ de longueuds la variation
du vecteur tangent €$t — T, ce vecteur tendant a étre porté pist) jorsqueM’ se rapproche dd, et
I'angle dé se retrouve entr€ etT’, la longueur du vectedr’ — T est donalf.

Exemple 1 : le pendule revisité

Prenons un repere de Frenet pour le pendule enenmnt. Les forces agissantes sont d’'une part
le poidsP, vecteur vertical dirigé vers le bas, et d’autaet fa tensioriT exercée sur la tige (ou encore
la force a lagquelle est soumise le pivot du perjdualelle-ci étant portée pa&t, soit T N (figure 31).
Appliguons la loi fondamentale de la dynamique dangpere de Frenet :
9

e

P

X

Figure 31: Pendule avec ses deux forces.

MA=P+T
m(dvidt T +V¥/I N) =—m gsiP T —m gco® N + TN avecv =1 & etdvdt=16". On en déduit :

ml&8"=-mgsin8
mlé” =-mgcosd+ T

On retrouve la loi du mouvement delans le temps, mais aussi la tension du fil :
T =ml8?+ mgcosd

On a vu précédemment que I'énergie totale du perehitlune constante, soit :
1
Eml2 8- mglcosd = K

Appelonsfnax 'angle maximal que fait le pendule au cours de aillations périodiques, ce qui
suppose quénax est inférieur & (il N’y a pas tournoiement du pendule). Pour cettieur de I'angle,
la vitesse est nulle, et I'énergie totale s’écrit :

—m g lcosfnx=K

Par différence, on trouve :
%mlze'z— mglcosf- cog, ., F O ou% mlg?'= mg (ca&- cé,, .La tension devient:

T=2mg(cos¥- co¥,,, ¥ mgco8= mg (3cés- 2cls,
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Comme le cosinus croit lorsqdedécroit defa.x a la position verticale 0, la tension minimale est
M g COSHnax €t la tension maximale est g (3 — CO0SFmay). LOrsquedna, est inférieur a2, la tension
reste toujours positive, tandis que p@Mk« entrez/2 etr, la tension commence par étre négative
lorsque l'angled diminue, autrement dit, si I'on remplacait la tiggide du pendule par un fil
inextensible, il y aurait décrochage. Notammentrpauposition extrémed,., = =, la tension est
d’abord négative puis positive, le changement daesse produisant pour 3 éos 2 = 0, ou co® =
— 2/3, soith = 131,8 degrés.

Exercice 11 : Tournoiement du pendule

1) La position initiale du pendule est supposéticade vers le bas. Quelle est la vitesse angulaire
initiale positived , qu'il convient de lui donner pour qu’il se metteaurner en rond. Utiliser pour
cela la formule de I'énergie totale du pendule.

La formule de I'énergie totale es(%:ml2 8'>-mglcosd = K. A linstant initial cela fait :

%mlzﬁ'oz— mgl= K

Notonsd'y, la vitesse angulaire au point haéitX(x), la formule devient :
%ml2 6'.>+ mgl= K (on doit avoirk > mgl)

Par différence

%mlz @',2-8'2)-2mgl=0

02-0'? =4|g ou82-67= 4
Cela impos& o> > 4 w?, soitd o> 2w.

2) Quelle doit étre la vitesse angulaire initiaf&, pour que la tension exercée sur la tige soit
toujours positive ? Autrement dit, on pourrait edaremplacer la tige rigide par un fil inextensible,
avec le pendule fonctionnant un peu comme unedrond

On a vu que I'amplitude de la force de tensiont &tat m18'“+ m gcosd . Sa valeur minimal&,y,
est obtenue au point ha@t% z), soit T,,, =ml&' >~ mg. On avu au 1° qué'*-8',> = 4w*, d'ou

T, =ml@'/-4w’)-mg

On veut que Tmin > 0, d’ou

(68— 4w’)>g ou 8 )°— 4* > w?

8'2>50” ou 8> w5

9.2. Repére polaire

A partir d’'un point origineO et d'un axeOx donnés, la position d’'un poiM quelconque est
parfaitement déterminée par la distamce OM et I'angled = (Ox, OM), Ox désignant un vecteur
porté par OX) et de sens positif. Prenons comme repere moliligohe M le vecteur unitdR porté
par OM) et dirigé dans le sens d@eversM, et le vecteur unit& se déduisant dB par la rotation
d'anglex/2 (figure 32. Le vecteur vitesse est tel que :

V :—dOM :—d(rR) :ER +rd_R’ avecd_R :d_R%:H'S
dt dt dt dt dt dé dt
V=rR+ré'S

Dérivons pour avoir le vecteur accélération :
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=d—v=r"R +r '£+(r '‘G'+r @")S +r H'Q, avec E=O|—S%=—0'R
dt dt dt dé dt
A=("-r8%R +(2r '94r 8"S

ds
€\
Sl

Figure 32: Le repére polaire ev et enM’ proche dévl, avec les variations de etS.

Exemple 2 : Pendule avec ressort

La tige [OM] du pendule est maintenant remplacée par un tedsaoaideuk. La longueut = OM
est variable. Les forces agissantes sont le gdilda force de rappel exercée par le ressortépqar
le vecteur unitaire radi® et d’amplitude k (I —lg) comme on I'a vu aparagraphe 6.2(figure 33.
En appliguant la formule donnant I'accélération pataires, la loi fondamentale de la dynamique
donne :

mA =P —k(l =l R
m((1"=182)R + (21 '8 +1 8")S)= fng cod -k (-1, )R-mg sid S
m(I"-18%)=mgcosf - k(- L)
21'6'+1 8"=—-g sin@
I"=gcos«9—£ (-1, )62
m

Ysing-2 g

Figure 33: Pendule a ressort et son repére poldir&, S.

Passons au programme qui montre le mouvement dilufeea ressort, partant de sa position a la
verticale a I'équilibrele, et lancé avec une vitesse initiale horizonthleg Un mouvement assez

désordonné s’ensuifigure 33.

zoom=100.; m=0.2;9=0.098; k=0.1; dt=0.001;
le=1.;l=le; Ip=0.;

th=0.;thp=0.7;

for(compteur=0;compteur<700;compteur++)

{ filldisc(xorig+zoom*I*sin(th),yorig+zoom*I*coth),5,black);
line(xorig,yorig,xorig+zoom**sin(th),yorigta@om*|*cos(th),black);
Is=I*thp*thp+g*cos(th)-k/m*(I-le);
ths=-g*sin(th)/I-2.*Ip*thp/I; th+=thp*dt+0.8hs*dt*dt; thp+=ths*dt;
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[+=Ip*dt+0.5*Is*dt*dt; Ip+=Is*dt;
if (compteur%10==0) {SDL_Flip(screen);SDL_IRéct(screen,0,white);}

2]
\f/r

Figure 33: Trajectoire de la masse du pendule avec en riaugesition initiale du pendule.

Nous étions partis du pendule simple avec sespaiicillations parfaitement connues. Puis nous
sommes passés au pendule ,ré@kec ses oscillations quelconques et linterventite forces de
frottement, ou I'aspect qualitatif des méthodesé&mlution des équations a di relayer la théonie.pu
Ce n'est qu'avec les couplages d'oscillateurs gee phénoménes d’apparence désordonnée sont
apparus. Nous allons développer cet aspect dasfstre suivant.



