VII- Circuits combinatoires élémentaires

Par circuit combinatoire, on entend que ses sosties des fonctions de ses entrées. Cela par
opposition aux circuits séquentiels, que nous werrplus loin, ou les sorties dépendent aussi
d’évenements passés. Pour un circuit combinatainegue événement dans les entrées — un
certaine combinaison de 0 et de 1 — donne unta¢sen sortie. C'est ce que montre la table de
vérité du circuit, qui prend tous les cas possildesentrée comme nous lI'avons vu au chapitre
précédent.

Un circuit intégré est en général formé d'une pktpide silicium intégrant les portes du
circuit, elle-méme encapsulée dans un boitier, datent des broches, ou des pattes assurant les
connexions électriques d’entrée, de sortie, etird&itation. A cause de son aspect, on I'appelle
une puce. Selon la densité du nombre de transistode portes qu'il posséde, on distingue
plusieurs catégories de produits :

« SSI émall scale integration) avec moins de 10 portes par circuit.

»MSI (medium scale integration) avec quelques dizaines des portes

« LSI (large scale integration) avec quelques centaines ou milliers de portgsisgti’a 100 000
portes.

» VLSI (very large scale integration) avec plus de 100 000 portes par circuit, et soudes
millions.

A ririnm Un cas classique de circuit SSI consiste en qumires
@ ﬁo—l NON ET indépendantes, avec pour chacune deux snétée
une sortie. Avec l'alimentation électrique qui deme une
broche mise a la masse (0 volt) et une broche ¥yge5
volts, cela fait un total de 14 broches pour seal®#™ portes
UL logiques.

Si I'on faisait de méme avec un circuit VLSI de 8lions de portes, il faudrait 15 millions de
broches, et comme le précise A. Tanenbaum Avec un espacement standard de 2,3 mm entre
deux broches, il mesurerait 18 km de long » | Aglesi-on faire en sorte de maximiser le nombre
de portes par rapport au nombre de broches. Géegtie nous allons voir dans des cas simples de
circuits MSI que nous allons maintenant étudier,savoir les multiplexeurs, décodeurs,
comparateurs, additionneurs ...

1) Le multiplexeur

On a 2 entréesn fils de sélection qui sont aussi des entréesnetseule sortie. Quel est le role
du multiplexeur ? Il sélectionne I'une desehtrées pour I'envoyer en sortie. En effet chaaewe
2" entrées est numérotée par un nombre en binailendeeurn. Le choix se fait par le mot de
longueurn des fils de sélection, et c’est I'entrée correslamt & ce mot qui passe en sortie. Cela
s’appelle plus précisément un multiplexeur un p&i

L A. Tanenbaum, Architecture de I'ordinateur, édiidunod, 2001.



1) Le multiplexeur 1 parmi 2 : il a deux entrég®; et un fil de sélectios, pour choisir I'une
des deux entrées et la mettre en s@tikest ainsi représenté :

Cl CO
50
On a la table de vérité : S
S| &[e|S
00| 0]| O
0(0|1]|O0
0O(1]0]1
0|11 1
1/0(0|O0
110111
111,00
11111

On en déduit I'équation :
S=5000€1+ SEEI* SE G 1S 6 6
=801+ &) +s@fegt e
= € * 51
On peut retrouver cette simplification grace adeab de Karnaugh :

e |00 01|11 | 10

1 11 d'oll S= 596 + Se
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e =1 R
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On en déduit le schéma électronique :

e

50

S

On a donc besoin de trois portes.
2) Le multiplexeur un parmi 4

Pour les mémes raisons que précédemment, on ahowwithéma suivant :
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Par exemple ce qui passe dans lesficorrespondant au numéro 01, et qui est envogdrtie,
est obtenu aves=1 ets,;=0, étant entendu que la sélection s’ézr#, dans cet ordre.

Le multiplexeur 1 parmi 4 demande 9 portes
Exercice

1) En s’inspirant de ce qui précede, combien deepddON comporte un multiplexeur 1 parmi
2" ? Et combien de portes au total ?

2) Vérifier que le multiplexeur 1 parmi 4 peut siuétre obtenu avec trois multiplexeurs 1
parmi 2 de la fagon suivante :

e3 & €1 <o On en déduit un procéde récursif pour construire un
| | | | multiplexeur 1 parmi 2

—E_/ —
%0 Al_k Ainsi pour avoir un multiplexeur 1 parmi 8, il fawait deux

multiplexeurs 1 parmi 4 et un multiplexeur 1 paémbDans ce
5 cas, combien faudrait-il de multiplexeurs 1 parm? ZEt
combien de portes ?

S En déduire le nombre de portes qu'il faudrait pour
multiplexeur 1 parmi 2 construit selon ce procédé. Comparer avec le nerder portes qu'il
faudrait si on le construisait par la méthode du 1)

Exercice 2: faire le schéma d’'un démultiplexeur 2 bitsa iline entrée, deux fils de sélection,
et 4 sorties. C'est I'inverse du multiplexeur 1ma#. Suivant la sélection correspondant a un
certain numéro (de longueur 2), il envoie ce quidess I'entrée sur la sortie qui porte ce humero.

Intérét du multiplexeur

» La conversion paralléle-série. Imaginons une utsion codée sur huit bits qui arrive en
parallele sur les huit lignes d’'un multiplexeur.ddi lache séquentiellement les nombres de 000 a
111 sur les trois lignes de sélection, les hug passent dans la ligne de soBikun apres l'autre.
C’est notamment intéressant lorsqu’il s'agit despagles informations de I'ordinateur vers une
ligne téléphonique.

« Une application du multiplexeur parmi d'autres lastabrication de la fonction majoritaire,
vue précédemment. Reprenons cette fonction lorkgudrois entréea, b, c, et qui sort 1 si deux
au moins des trois entrées sont a 1, et 0 sinorl $@rt lorsque les nombrabc sont en binaire
011, 101, 110 ou 111, soit 3, 5, 6 ou 7. Le 0 kwsgue les nombres sont 0, 1, 2, 4. Il suffit alor



d’utiliser un multiplexeur 1 parmi 8, avex; b et c comme lignes de sélection, et de mettre les
entrées 0, 1, 2,4 a 0, et les autres entrées a 1.
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« L'exemple précédent se généralise a toute fondtigigue dont on connait la table de vérité.
Il suffit d’envoyer en entrées les 0 et les 1 obsedans la colonne des résultats dans I'ordresou il
apparaissent, et d’'utiliser comme sélections Ié€es de la table. Par exemple, avec cette table de

Vérité associée a I'équatid®=xy+Xxy :

el el
[EEN

X
0
0
1
1

n

on peut construire ce circuit avec un multiplextits :

0

1_(_)_1T_1I 0

S

Exercice 3: Circuit testant la parité du nombre del dans un mot

A l'entrée du circuit se trouvemtentrées, ce qui correspond a un moh @és. On veut qu’a la
sortie on ait 1 si le nombre de bits & 1 dans ledintrée est impair, et 0 sinon.

1) On commence par = 2. Faire la table de vérité du circuit, a'eetb en entrées & en
sortie. Puis donner I'équation associée. Quelléepdassique trouve-t-on ?

2) On passe a = 3. Faire la table de vérité, donner I'équati@nc@ circuit, et dessiner le
schéma correspondant en utilisant deux portes X@Radmettra que le XOR est associatif et I'on
rappelle que le XOR est la porte de la discorde.

3) On faitn = 4. Donner la table de vérité, en déduire I'émunatiu circuit. Puis en s’aidant des
questions précédentes, et en utilisatb et cJ d , montrer que le circuit peut étre constitué avec

trois portes XOR, et dessiner le schéma correspiinda

4) En généralisant, combien de portes XOR fautilrpun circuit ayant un mot de bits en
entrée ?



2) Le décodeur

Un décodeuk bits est un circuit & entrées et'2sorties. Lek entrées forment un nombre en
binaire de longueuk. Le décodeur fait en sorte que la sortie qui plerteuméro correspondant au
nombre en entrée passe a 1 (elle est activée)stapdi toutes les autres sont a 0 (inactives).
Traitons le cas du décodeur deux Hlits,2. Sa table de vérité est la suivante :

a0

al
0
1
0
1

o|o|o|~ |8
o|o|r|o|R
olr|olo|

3
0
0
0
1

R R, OI0O

Les équations du circuit s'en déduise®):=apa;, S;=aga;, S,=a@; SF+a@
On en déduit son schéma électronique :

ag

et i t t_‘B & ainsi dessiné symboliquement

S3

Intérét des décodeurs

» Un décodeur est un dispositif essentiel a 'enttéd’unité logique et arithmétique (UAL) de
'unité centrale de l'ordinateur. Nous allons donmme version trés simplifiée de cette unité
logique et arithmétique en supposant qu’elle eptalole d’exécuter quatre opérations : le ET, le
OU, le NON et I'addition, a partir de deux nombbésairesa etb de un bit chacun. A la sortie on
aura le résultat de I'opération concernée sur tuills'agit d'une UAL de 1 bit.

Rappelons-nous : I'unité de commande de 'unitéredm recueille dans un registre le nombre
codé associé a une opération a réaliser, et pataries deux opérandasth. Elle se charge de
décoder cette opération pour qu’elle soit dirigéesv’'opération concernée dans I'UAL. C'est la
gu'intervient le décodeur. Le code a deux chiffted’instruction entre dans le décodeur par les fil
& et . Le décodeur a quatre fils en sortie, et selopdfation & réaliser un de ces fils est activé
(mis a 1) tandis que les autres restent a 0. Qlédunit ce schéma de 'UAL :



— \ab
Ot
i—l - E _/I
| o LRy 2F
eo _0/ 0
0
€1
0
0
\ additionneur 0
a b

Nous avons pris I'exemple ou l'instruction 00 placganse, e, est le code du ET, c'est le
cablage qui le veut. Sur les quatre lignes d’atitwea la sortie du décodeur, la ligne O est aetivé
elle est a 1, tandis que les autres restent au.l&Seésultatab traverse les portes jusqu’a la sortie.
Pour I'additionneur, nous laissons son schématentat nous le verrons plus tard.

» Une autre application des décodeurs se situen&rde de la mémoire principale. Imaginons
une mémoire d’'un Mo, c’est-a-dire 16 (10°)? =(2'9% = 2%°° octets. En supposant qu’un octet
occupe une cellule mémoire, il faudrait utilisét fis d’adresses pour pouvoir accéder & n'importe
quelle cellule mémoire. Cela est impensable.

Aussi met-on en place une autre organisation, avedécodeur et un multiplexeur qui vont
permettre de réduire le nombre de fils de transfadresses a I'entrée de la mémoire. D’abord la
mémoire est rendue rectangulaire, avec des lignéssecolonnes, par exemple avétcdlonnes et
autant de lignes. Chaque cellule a son adresseigl@far la ligne et la colonne ou elle se trouve.
D’autre part on utilise 20 fils ou passent les ases, une adresse ayant pour longueur 20, soit
Q0 15 ... & . Ces adresses sont ensuite coupées en dgblRsg ... o, €tag ag ... a1 &. La
demi-adressey ag ... & a est envoyée sur les 10 lignes d’entrée d’un dagodgii les dispatche
en sortie sur les'2lignes de la mémoire rectangulaire (ici carrée).adcéde ainsi a la ligne ou se
trouve la cellule concernée. Reste a trouver sano@l, ce qui donnera la position exacte de la
cellule dont on pourra envoyer le contenu en soRa@ir cela on utilise un multiplexeur avec 10
fils de sélection contenant I'autre moitié de l'egbe, soityg a5 ... aip correspondant a I'adresse
de la colonne concernée. Ce multiplexeur a ad8sighes d’entrée provenant de¥ 2olonnes de
la mémoire, permettant grace aux fils de séleatf@atteindre la colonne ou se trouve la cellule
concernée, et d’envoyer dans le fil de sortie lg@au de la cellule.

mémoire

décodeu7

““/ Il

multiplexeur




3) Le comparateur

Ce circuit logique prend deux nombrast B de n bits chacun en entrée, soit 2ntrées. La
sortie est a 1 g\ est égal B8, et 0 sinon.

Si les deux nombres ont un bit chacun, il suffifalee jouer la porte de la discorde. On sait que
albdonne 0 sa etb sont différents et 1 s'’ils sont égaux. La négatlerce résultat est ce qui est
attendu en sortie.

Cela se généralise a deux nombres ayant un norableogque de bits. Par exemple pour4,
les deux nombres A et B s’écrivemta; a, az etby by b, bs. On envoie les 4 chiffres respectifs de
chacun des deux nombres sur quatre portes XORalulrg égalité dé et B si et seulement si les
guatre portes sortent un 0. On envoie alors cedtaés dans une porte NON OU, qui sort 1 en cas
d’égalité deA etB, et 0 sinon.

9
by >
b

Exercice 4 : Conception d’un circuit logique

Ce circuit comportek entrées notéesg,, a,, ..., &, €t une sortieS. Appelons s le nombre
d’entrées égales a 1. Le nombrest compris entre 0 &t On veut que la sort®raméne 0 ss = 0,

et sinon qu’elle raména; , c'est-a-dire la valeur de I'entrée numérorsques est compris entre 1
etk.
Pour traiter ce probléeme, on commence par lesesggllis simples.

1)k = 1. On a comme table de vérité

al | s|S
0 |00
1 (1|1

d’ou I'équationS = a;.

2)k = 2. La table de vérité est encore trés simple :

al|a2|s|S
0O [0 ]0O
0O [1 10
1|10 (1|1
111121

d'ouS=a;.



Hk=3.

al|a2|a3|s|S
0|00 O0lO
0|0 (110
0|10/ 10
0|1 (1) 21
1 /00|11
1 /01|20
1|10 21
1 /1 (1] 31

On en deduit I'équation S =a_1a2 a3+a1a_2a_3+ aa Za_3+ apAas
Simplification :
S=ajaagta@aagtapgAFan @,
=(a +ay)ayag+tapga tay
=aya3+aay
Cela se retrouve aussi par le tableau de Karnaugh

alaZ |00 (0L 11| 10
23 _ _
Sza,az+aja
1 0 {1 |30
Le dessin du circuit en découle
33 8.2 al
az 41
= a3
S
S

On reconnait le schéma d’'un multiplexeur deux bivgca; eta, en entrée, e; qui joue le rble
du sélectionneur.

4) k= 4. Afaire.

Nous allons maintenant passer aux circuits propneraethmétiques. Comme nous l'avons vu,
toutes les opérations réalisées en binaire, quddisse d’additions, de soustractions ou de
multiplications, se font avec des additions, avacptus des décalages quand on pratique une
multiplication ou une division. C’'est notammenthkes pour les multiplications ou les divisions par
2 qui sont des décalages. Des additions partieslieet trés courantes, consistent a ajouter ou
retrancher 1, elles sont appelées incrémentatiordémrémentatation, l'incrémentation jouant
notamment dans le compteur de programme (PC outeamgrdinal). Deux circuits arithmétiques
se dégagent de cela : le décaleur et I'additionneur



4) Le décaleur

On a un mot aven bits en entrées, ainsi qu'une entsées notées, etn sorties. Ss= 1, il se
produit un décalage du mot d’'un cran vers la drdta exemple poun = 4, le motd c b a en
entrée deviend d c b. Sis= 0, le décalage se fait vers la gauche, ledrob a devientcb a0 en
sortie. Sauf aux deux extrémités du mot ou l'ortiliée qu'une porte ET, les bits intermédiaires
ont chacun deux portes ET, l'une étant a 0 a steser I'autre laissant passer le bit, comme
indiqué sur le dessin dans le casseul :

d C b a

5) L'additionneur
Commencons par I'addition de deux kitetb en entrée, avec en sortie la sonth& la retenue

R. Cela s’appelle le demi-additionneur, parce qualtient pas compte de la retenue qui peut aussi
arriver en entrée, provenant de calculs précédents.

a) Le demi-additionneur

Sa table de vérité s’écrit :

alb|S|R
0({0|0]|O
0110
1/0|1]0
111|001

On en déduit les équatioSs= allb etR =ab, d’'ou le schéma du circuit, avec a sa droite son
dessin simplifié, HA signifiantalf adder (demi-additionneur en anglais) :
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i i
R—C ou R—HA
I
S

S

b) L’additionneur un bit complet

On tient maintenant compte de la retemugrovenant éventuellement d’'un calcul en amont.
L’'additionneur complet a trois entréasb etr, ainsi que deux sorti€set R. Avec comme table de
Vérité :

I ===l
RO |OkR|IFR OO0l
=l =l =)
RlR|R|O|R|O|O|Oo|0

R OFRIOIFRIOIFRIOIT

Cela donne comme équations :
S=abr +abr +abr +abr
=r (ab+ab) +r(ab+ab)
=r(adb)+r(adb)
=r0(@Udb)y=alb0r
R=abr+abr+abr+abr=ab+ar +br
Pour les simplifications, nous avons utilisé desnides liées au XOR darf et nous avons

reconnu dansRk la fonction majorité ¢f. chapitre 5). Cela permet de construire le circuit
additionneur, mais on peut encore le simplifieugiisant la formule

R=ab+r(alb).

On pourra vérifier la validité de cette formule gnenant sa table de vérité et en la comparant
avec celle d&k=ab +ar +br.
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Exercice 5: Faire le circuit de I'additionneur complet eilisant deux demi-additionneurs

La somme de etb obtenue par le premier semi-additionneur est edwalans le deuxieme
avec en méme temps la retenue d’entrdeen sort la somme finale, et les deux reteragties
des deux demi-additionneurs passent par une paftpeddr donner finalement la retenue finRle

ab
| |
HA

C

R L HA

8

¢) L’additionneur n bits par propagation de la retenue

La méthode manuelle pour additionner deux nombeetsasluit par un circuit ou I'on met des
additionneurs 1 bit en série, la retenue de sdgi€un devenant la retenue d’entrée du suivant, ce
qui correspond a la propagation de la retenue digedd gauche. Par exemple un additionneur 4
bits, pour les nombre& = aza, a; 8, et B = bg b, by by se construit de la fagon suivante, avec une
propagation de droite a gauche :

b|3 a 1:iz Tz b|1 aj tio a(
R .
+ + 1+ + =070

R4y S3 S2 S1 So

Ry

Un tel circuit, ou les calculs se font 'un apré&sitre, a le défaut de demander un temps assez
long. Avec des nombres de 16 bits, et a fortiorid3@eou 64 bits, on utilise d’autres méthodes,
comme celle par anticipation de la retenue.
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Exercice 6 : Additionneur soustracteur

Construire un additionneur-soustracteur en utitisan signal de sélectio@md qui, lorsqu'il
vaut 0, provoque I'additioA + B, et lorsqu’il vaut 1 donné —B. Rappelons que soustraire revient
a ajouter le complémentaire Beet a ajouter 1.

Il suffit de placer le signalmd enRy, la retenue d’origine. On met ce signal a 0 ptaddition,
et a 1 pour la soustraction, ce qui revient atejol. Pour avoir le complémentaire Bleil suffit
de placer des portes XOR ayant deux entréest:Cmd = 1. Sib; vaut 0, la porte XOR délivre 1,
et sib; vaut 1, XOR ramene 0, justement ce que I'on veut.

b3 as b an bl aj bo agp

iy

+ +
]
3 $2

|

Exercice 7 : Rajout d’'indicateurs a I'additionneur-soustracteur 4 bits

Ces indicateurs sont :

« N pour négatif, ramenant 1 si le résultat de I'dddifA + B est négatif, et O sinon.

» Z pour zéro, ramenant 1 side+ B est nul.

« C pour retenue, indiquant, dans le cas d’entiers same, si le résultat provoque une retenue
finale, provoquant un débordement avec un bit fupphtaire. En tenant compte de cette retenue,
le résultat est juste.

« O pouroverflow (débordement) dans le cas d’entiers signés, auwgsel'opération devient
fausse.

Ro

Rq S S

Pour I'indicateurN, il suffit d’utiliser la derniére sorti&. Si elle raméne 1, le nombre est bien
négatif, et si c’est 0 il est positif ou nul.

Pour avoir l'indicateutZ, il suffit de prendre les quatre sorti®sS, S, S, et de les faire passer
par une porte NON OU. La sortie donne

Pour I'indicateulC, on prend la derniere retenBg

Pour lindicateurO, on a vu dans le chapitre 4 que le dépassemenaplité se produisait
lorsque les bits en position n et n — 1 (pour dasbres de longueur n) valaient 0 1 ou 1 0. Pour
savoir s’il y aoverflow, il suffit de faireR, 0 R,—; .

Exercice 8 : Incrémenteur-décrémenteur 4 bits

On utilise une commande de sélecttomd qui, lorsqu’elle vaut 0, fait passer du nomérau
nombreA + 1, et lorsqu’elle vaut 1, fait passerAl@A — 1. Pour obtenir cela, il suffit d’aménager
I'additionneur- soustracteur 4 bits. Pabmd = 0, on additionne le nombv avec le nombre 0,
mais en prenant 1 comme retenue initiale. Rbud = 1, on ajoute & le nombreB = 1111, avec
comme retenue initiale 0.
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a3 an aj aQ |Cmd

R4— +

+R2+R1+?

S3 S2 S1 So

d) L’additionneur avec anticipation de la retenue

En fait il n'y a pas vraiment anticipation. Lesenreties sont calculées simultanément dans un
autre circuit. Placons-nous au niveau du bit nurhérde 0 an— 1 pour un nombre,; . asa,a;ag
den bits). On distingue deux types de retenues. Dthoetle qui est provoquée par les deux aits
etb; des deux nombres. On sait qu'il s’agitgle= a b; (g pour générateur de retenue). Mais il y a
aussi celleR, qui arrive de I'addition précédente, et dontalgit de savoir si elle se propage a la
sortie ou non, dans ce que nous appellerensndépendamment de I'autre retergieD’abord si
la retenue qui arrive est 0, elle ne peut que réstn sortie. Par contre, si elle vaut 1 en antiva
elle peut soit devenir 0 en sortie, soit restérdici les cas qui se présentent :

0 1 1ed%k—1 1] He—1
I+l Rj 1 1

§=0  g=1  g=-l

On en déduit que.; =R (a +b) =p,R en posanp; = a + b; (p signifiant propagatior?).
Finalement la retenue sortante est la somme dsdaueay; et der;,,, Soit :

Ri1i=0g +pR.

Pour un additionneur 4 bits, cela donne :

Rt =90t PoRo

Ro=01+PIR1=01+ PO ot PP Ro
Rs=02+PoR2=02t PP 1*PPYFP PP Ro
Ry=03+P3R3=03+ PP+ PP I PP PAFPBRBRAR

Nous avons gardi, mais si I'on se contente de faire une additiorpéest une soustraction), on
peut prendrd, = 0. Toujours est-il que les quatre retenues salcuies uniquement a partir dgs

et des.. Or ces derniers peuvent étre obtenus simultanéaneartir des quatre additionneurs 1 bit.
D’ou le schéma :

2 Certains auteurs prennegmt= g O au lieu dep; = & + by . C'est faux. Mais si I'on prend la formule

finale Ry; =g + pi R , elle donne le méme résultat que I'on prenne Bun’autre deg;. Le fait d'utiliser
a O a alors 'avantage d’étre une opération déja teaiéns I'additionneur.
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LRIy IR ] Re=o0

831 S l Sll So‘l’

A b & “dals

4
Pafles  Polleol PifTer]  polTeo
Rq&+ calcul des retenues en simultané

Il a suffi d'ajouter des sorties supplémentaipe®t g & chaque additionneur. Cela dit, si ce
circuit est performant en termes de vitesse, ieasite de nombreuses portes pour faire le calcul
des retenues, comme la complexité des formuleggedtes I'indique déja pour un nombre de
quatre bits. Pour des nombres de 16 bits, on esh@ra utiliser quatre blocs de 4 bits mis en
cascade, avec quelques aménagements supplémentaires



