VII- Equations non-linéaires
et sections de Poincaré

Si les équations différentielles linéaires a caoifits constants font partie du bagage
mathématique de base, il a fallu longtemps pourlgsequations non-linéaires sortent de I'ombre.
Pourtant I'équation du pendules"+ o’ sinx= 0, est connue depuis des siécles, mais elle n’a été
étudiée que dans le cas de petites oscillationgucesdonne une équation linéairg’+ «’x=0, en
assimilant sir ax pourx proche de 6.0n sait maintenant que la dynamique non-linéaterésente
dans de nombreux phénomenes, et qu’elle donne sblise a des phénoménes chaotiques. Mais en
régle générale, et a la différence des équatiodsilies, on ne sait pas résoudre théoriguement une
éqguation non-linéaire. Il devient impossible deutrer la formule donnanten fonction du temps |I
a fallu trouver une approche théorique plus qual#ague quantitative, reprendre et développer des
outils comme la notion d’écoulement dans I'espaeecanfiguration, ou les sections de Poincaré.
Enfin I'expérimentation sur ordinateur est le naill recours quand la théorie s’avére impuissante.

1. Duffing, Hayashi et Ueda, pionniers des équatie@mon-linéaires

C'est dans les années 1930 que G. Duffing, un iegérélectricien, introduit une équation
différentielle capable de modéliser la dynamique-liéaire de nombreux systemes mécanigues ou
électriques. Sa forme générale est :

X'+ kX+ax+bxX=Bcoswt ouencorex’=—kxX—ax—bxX+Bcoswt.

La force totale (ou I'accélératiof’ ) se partage en une force d’amortissemdnk— une force de
rappel —a x comme celle de la gravité du pendule ou la forestigue d'un ressort, a laquelle
s'ajoute une non-linéaritéb-»¢, ainsi que des oscillations forcéBscosw t. On peut considérer qu'il
s’'agit d’'une généralisation de I'équation approckiéependule, puisquesinx= x-x’ /6 pour X
assez petit.

C’est ensuite au Japon, dans les années 1960-q980'étude de ces équations se développe, au
moment ou ce pays prend la suprématie mondiale atiema d’électronique. Le professeur C.
Hayashi, spécialiste de circuits électriques mmugalires, reprend I'équation de Duffing dans le@as
le coefficienta est nul, afin de modéliser un inducteur non-lincatn 1985, il publie un livre réputé
a ce sujét Entretemps, en 1961, un de ses éléves a |'Uiii¢etis Tokyo, Y. Ueda, tombe sur un
signal non périodique lorsqu’il étudie un circdie@rique non linéaire. Il fait un article a ceefujCet
article est refusé. Il ne sera publié qu’en 1978.U¢éda venait de découvrir la présence d'une

! On sait parfaitement résoudre les équations liegale la forme” + p X + q=F cosQ t.

2 ’équation du pendulex"+a?sinx= 0 présente le terme non-linéaire sinNous avons aussi rencontré
dans le chapitre précédent I'équation de Van dérn®e k X(1 —b X) + a x= 0, avec la présence du terme non-
linéaire de degré troig 2.
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dynamique chaotique derriere les équations nomilieg a oscillations forcées. Mais a I'époque,
méme dans les laboratoires les plus avancés suirtests électroniques non-linéaires, la notion de
chaos était rejetée comme ne concordant pas avéiederies mathématiques et physiques ambiantes.
Il ne pouvait pas s’agir de chaos déterministe,snae bruit, de friture sur la ligne, de sortes
d’interférences provoquées par les imperfectionsed@érience. Il a fallu attendre dix sept anspou
que les travaux de Y. Ueda soient enfin reconnasnbtif chaotique qu’il avait trouvé est maintenant
appelé I'« attracteur japonaid »

Mais commencgons par introduire I'outil essentigdpelé section de Poincaré, en reprenant I’
exemple d’'un pendule.

2. Le pendule forcé

Considérons le pendule amorti, étudié dans le tleaprécédent, et ajoutons lui des oscillations
forcées. L'équation différentielle devient :

f"=-k@'-sin@+ Bsint

avec la présence du terme supplément&@irgint. L’ajout de vibrations forcées horizontdlesix
oscillations propres du pendule va conduire a de&n@menes nouveaux, de nature chaotique. C’est
ce que nous allons observer en prenant une foareplitudeB de plus en plus grande.

Rappelons que lorsque I'amplitu@eest nulle, les trajectoires finissent toutes marverger vers
un point corrrespondant a I'un des minima de lasiide du potentiel, soit ¢z, 0) lorsque I'on se
place dans I'espace de configuration \). On en déduit aisément les bassins d’attracterces
points limites. Il suffit de prendre les points départ des trajectoires situés dans un carré,dauis
voir vers quel point converge la trajectoire, aneat dit vers quelle valeur ag Chaque point de
départ est alors colorié avec une couleur quiaesttion deq (figure 1).

T
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Figure 1: Bassins dattraction des points situés dans umécde longueur A lorsque le
coefficientk de la force de frottement vaut 0,2, et qu’aucurned sinusoidale n’agit.

Lorsque I'amplitudeB de la force sinusoidale n’est plus nulle, tout estant relativement faible,
les trajectoires ne convergent plus vers des poéntsavoir les puits du potentiel, mais vers des
courbes fermées autour de ces puits, ce qui camesp des oscillations autour des puits de potfentie
Toutes ces courbes sont les mémes, car que I'de gdarko, Vo) ou de ¥ + 2 k 7, Vo) I'équation
différentielle donne la méme évolution. De faconspimagée, la bille qui circule sur la sinusoide du
potentiel se comporte de la méme fagon, les vimatia faisant osciller autour d’un des puits du

“ Il ne s’agit pas ici de vibrations verticales coencelles rencontrées dans un chapitre précédent.



potentiel. Dans ces conditions, on a intérét a reeméa positionx modulo Z en la contraignant a
rester entre # etz. Quand on atteint et qu’'on le dépasse, on enlévegdur se retrouver az

Par exemple pouB = 1 (et en gardark = 0,2), les trajectoires ramenées modutac@nvergent
toutes vers la méme courbe fermégufe 2. Si I'on n'utilisait pas le modulo, on aurait teméme
courbe fermée autour de chacun des puits du peterdorrespondant a=+2kretv = 0. Et si I'on
voulait connaitre les bassins d’attraction de cgdes, il suffirait de tester dans quelle zone entr
2k —met 2k z + z pourx finirait par tomber la trajectoire d'un point. Manhous verrons qu’une
méthode plus élégante est possible, grace auxssalte Poincaré.

Figure 2: Cycle limite pour les trajectoires dont 'absex est ramenée modular2x restant
entre = etr.

Lorsque I'amplitudeB de la force devient plus forte, la situation seipbque, avec I'apparition de
plusieurs courbes limites, comme dans I'exempléadigure 3 avecB = 1,66 etk = 0,2, ou il existe
trois courbes différentes vers lesquelles sontéafsi toutes les trajectoires. Si l'une est fermée,
correspondant a un phénoméne périodique, les detmgsaindiquent que sous l'effet prépondérant
des oscillations forcées les trajectoires s’en fiinfini, mais avec la méme évolution sur chaque
intervalle de longueurz2 La force d’amortissement ne suffit plus pour rtemir les trajectoires dans
une zone finie.

Figure 3: Les trois cycles limites attracteurs des trajiees, ramenées modula.2Le cycleen
rougeindique que les trajectoires correspondantessimispar osciller autour d’'un puits de potentiel.
Les deux autres cyclesn bleuet en verf montrent que les trajectoires correspondantas\sat a
Pinfini.

La question se pose alors de classer les poindgplrt des trajectoires selon la courbe limite vers
laquelle ils sont attirés. Autrement dit il s'agite déterminer les trois bassins d’attraction
correspondants. Ce n’est plus aussi simple quguertes trajectoires convergeaient vers des points.
Mais pour cela on va disposer d’'un nouvel outilgae I'on appelle les sections de Poincaré.

3. Sections de Poincaré

L'idée est simple et lumineuse. Dés que les ttajexs se compliquent et deviennent difficiles a
analyser et méme a visualiser, on est amené a iangde probleme en ne s’intéressant qu'a
I'intersection des trajectoires avec un plan snlast dans I'espace a 3 dimensions, ou une droite s



'on est en 2 dimensions. Le mouvement continu @domt qui décrit la trajctoire est remplacé par
une succession de points dans un plan de coupgdgs sont obtenus chaque fois que la trajectoire
traverse le plan. L'analyse locale d'une récurresoe des points donne une indication sur le
comportement global du mouvement. Par exemple sittajectoire en 2 dimensions converge en
s’approchant de plus en plus d'un cycle limite (anarbe fermée), la coupe de la trajectoire par une
droite donne une succession de points convergeastun cycle fixe de deux points, a savoir les
points d’intersection du cycle limite avec la deoite coupe. Cela s’appelle une section de Poincaré.
A la fin du 19é siecle, dans son étude sur le prabldes trois corps ou planétes, Henri Poincaté fu
conduit & pratiquer ce genre de coupe, en restride probleme a une dimension inférieure. En
matiére de traitement de systémes différentieffyticonduit a privilégier des méthodes qualitagive
lorsque I'analyse quantitative n’est plus possiktesi I'étude théorique, méme seulement qualigativ
demeure impossible a mener, la simulation sur atdiur peut donner des résultats permettant de
mieux comprendre la nature des phénoménes.

En fait ce que nous allons faire ici, ce ne sostges sections de Poincaré dans I'espace, mais des
sections dans le temps, en profitant de la périomeposée par les oscillations forcées. Par exemple,
la force sinusoidale sina une périodd@ égale a Z. Dans ces conditions, le temps est discrétisd, de
en T, et tout se passe comme si I'on prenait des phdésstrajectoires a intervalles réguliers.
Lorsqu’un point mobile évolue sur sa trajectoire,pend des instantanés a chaque instant multiple

deT. Cela s’appelle aussi un effet stroboscopique.

Utilisons cette méthode dans I'exemple du pendoieéf précédemment abordé, en conservant un
amortissement avek = 0,2. On a vu que pour une amplitude relativenfaitile de la force
sinusoidale, notamment poBr= 1, les trajectoires convergent vers des cycledesvtous identiques
et disposés tout autour des puits de potentiklZ(2). On constate alors que la section de Poirsmré
réduit a un point unigue, toujours placé au méndra@nsur chaque cycldigure 4). Cela donne un
point dans chaque puits de potentiel. En utilidantonvergence des trajectoires vers I'un de ces
points lorsque I'on pratique des flashes a intéegaiéguliers de longueutr2cela nous permet de
tracer les bassins d’attraction correspondant &ysss limites.

Figure 4: Cycle limite et point correspondant a la sectierPoincaré.

Mais comment faire pour avoir les points de laetttyire & des instants multiples de 2ette
période étant celle de la force sinusoidalet §ir.a méthode consiste a prendre la courbe d’émuati
S(t) = sin ¢/ 2). Celle-ci a pour périoder4nais elle coupe I'axe degous les 2. Il suffit de tester la
traversée de l'axe despar cette courbe, c'est-a-dire le changement deesie deux valeurs
successives deséparées det. Pour avoir la fonctios, mieux vaut constater qu’elle est solution de

® || est aussi possible d'utiliser un appareillagecemique. C’est ce qu'ont fait des chercheurs @alenler Benz
Corporation, ainsi que de I'Université de Frankfuah Allemagne. lls ont construit un pendule souanisne
friction mécanique, en y ajoutant des vibrationsdées créées par un moteur électrique agissam¢ givot du
pendule. Le tracé des points obtenus a chaquerddela période donne un dessin qui ressembletémnent a
celui obtenu sur ordinateur.



I'équation différentielles” = — (1/4) s avecs = 0 ets = 1 /2 pourt = 0° Ainsi on traite de fagon
discrétisée I'équation différentielle aveet en méme temps celle av®dOn obtient le programme
suivant, qui aboutit & ligure 4:

x0=0.;v0[0]=0; v0O[1]=0.2; vO[2]=0.4* trois conditions initiales qui vont donner le mé résultat */
for(i=0;i<3;i++)
{ t=0.;x=x0; v=vO0[i]; dt=0.01; s=0.; vs=0.5;
for(compteur=0;compteur<25000;compteur++)
{ a=-0.2*v-sin(x)+B*sin(t); /* accélération. On a pris B = 1 */
x+=v*dt+0.5*a*dt*dt; if (x>=M_PI) x-=2*M PI; if (x<=-M_PI) x+=2*M_PI;
v+=a*dt;
t+=dt;
Xe=xorig+zoom*x;ye=yorig-zoom*y* point de la trajectoire sur I'écran */
if (xe>0 && xe<800 && ye>0 && ye<600 &&cmpteur>20000)
putpixel(xe,ye,red); dessin de la fin de la trajectoire pour avoir lectey*/
olds=s; as=-0.25*s; s+=vs*dt+0.5*as*dt*dis+=as*dt;
if(s*olds<0. && compteur>20000)
filldisc(xorig+zoom*x,yorig-zoom*v,4,BEk); /* point de la section de Poincaré */
}

}

Passons maintenant aux bassins d’attraction dés geipotentiel, espacés les uns des autres de
2n. DeB = 0 (figure 1) aB = 0,5 figure 5 en hayt leur déformation est faible. Mais elle s’amifi
dés que I'amplitudd de la force dépasse 0,5 et augmente jusBu=l1.5. On s’aperrc¢oit que les
bassins se disloquent, s'imbriquent les uns danaug&res, se démultiplient dans des zones fewleté

(figure 5.

Pour programmer le tracé des bassins d’attractisuffit de connaitre les points limites de la
section de Poincaré. Par exemple pBur 1, on trouve le point limite (— 0.9, —1.9) & 2 pres, grace
au programme ci-dessus. Le programme des bassittsadtion des cycles situés dans chaque puits
de potentiel s’ensuit :

Le=300; /* longueur du carré sur I'écran */
L=4.*M_PI;
zoom=(double)Le/L;/* zoom correspondant a nne longueurdu carré pour les calculs */
dt=0.01;
for(xe=xorig-Le/2;xe<=xorig+Le/2;xe++) for(ye=yorige/2;ye<=yorig+Le/2;ye++}J* parcours du carré */
{ x00=(xe-xorig)/zoom; /* point initial d’'une trajectoire en mode calcul *
v00=(double)(yorig-ye)/zoom;
t=0.;x=x00; v=v00; s=0.; vs=0.5;
for(compteur=1;compteur<10000;compteur+#jrajectoire */
{a=-0.2*v-sin(x)+sin(t); x+=v*dt+0.5*a*ddt; v+=a*dt; t+=dt;
olds=s; as=-0.25*s; s+=vs*dt+0.5*astitt* vs+=as*dt;
if(s*olds<0. && compteur>8000) [* points de la section de Poincaré */
{if (fabs(x+0.9)<0.1 && fabs(v+1.90x1)
{putpixel(xe,ye,red); break;}
else if (fabs(x+0.9-2.*M_PI)<(&K fabs(v+1.9)<0.1)
{putpixel(xe,ye,green); break;}
else if (fabs(x+0.9+2.*M_PI)<0.1 && fahs(1.9)<0.1)
{putpixel(xe,ye,green2); break;}

et de méme avet4r, +6x, 8z, + 10z, avec des coulurs différentes a chaque fois

}

® Plus généralement, pour une périddgui n'est pas forcémentt2on utilise la fonctiors = sin(¢z / T) ), qui
coupe l'axe desde T enT. Elle vérifie 'équation différentiells” = (—z° / T?) s, avec pout = 0,s =0 ets =
7 | T . Précisons que pour des vibrations forcées fiertae cosf t), la périodeT est telle que = 27/ w. Les
conditions sur la fonctiosa deviennens’ = — (w®/ 4)savec pout=0,s=0ets = w / 2.



B=1,4
Figure 5: Bassins d'attraction des cycles limites danspheiss de potentiel (R z, 0) pour trois
valeurs deB, dans un carré de longueur. 4

Augmentons les oscillations forcées. Aux alental@B = 1,555 un nouveau phénoméne apparait,
avec des trajectoires qui partent a I'infini. Naugons vu précédemment le pendule forcé dont les
trajectoires convergeaient vers trois courbes éisngourB = 1,6, lorsque I'on ramenaitentre — et
7. En pratiquant une section de Poincaré, avec detg des trajectoires a des intervalles de temps
2z, la courbe fermée donne un seul point de convemgetandis que pour les deux autres,
correspondant a des trajectoires infinies, on abtieux pointsfigure 6 & gauche Tout cela refléte



la périodicité du phénoméne. Maintenant, pour alesrbassins d’attraction des trois coufpés
suffit de les distinguer selon leurs points de &vgence dans la section de Poincaré. On obtient le
dessin de Idigure 6 avec les trois bassins en rouge, vert et bleu,&tant ramené modular 3. La
complexité de ce dessin reflete celle du componterle pendule forcé. On notera la nature feuilletée
de ces bassins et leur imbrication. Dans certaoess, un minuscule changement dans les conditions
initiales (les points de départ des trajectoiregvpque a long terme un comportement tout a fait
différent, puisque la convergence ne se fait pars \a méme courbe limite.

Figure 6: A gaucheles trois courbes Iimits, chacune avec ses pamtrespondant a la section
de PoincaréA droite les bassins d’attraction de ces trois courbes.

Nous pouvons encore augmenter I'amplitude deslagoits forcées. Les trajectoires finissent par
remplir toute la zone entret-et x. Aucune conclusion ne semble possible. On a l'espion d’'un
désordre complet, sans savoir si de nombreusextoaes ont le méme comportement final, ou si
chacune a son propre destin. Mais maintenant pselacgection de Poincaré —nos photos chaque fois
gue le temps augmente de 2es points de chaque trajectoire convergent wargoint limite, et ces
points limites forment un motif bien précis, etacejuel que soit le point de départ des trajectoires
(figure 7). Autrement dit, derriere le désordre intégral ttegectoires se cachent des structures certes
complexes, mais ordonnancées et immuables. Saredésns de Poincaré, on n’en aurait jamais rien
Su.

Figure 7: Poifs limites d’une section de Poincaré @ur2,5 etk = 0,05.

" A la différence de ce que nous avions fait jusd®’a 1,4, en prenant les bassins d’attraction dets plé
potentiel, toutes les trajectoires sont ici cordméur une longueur2et I'on ne fait la distinction qu’entre les
trajectoires qui restent dans un des puits de fieteet celles qui s’en vont a l'infini, de deuacbns différentes.

8 Le programme est analogue & celui des bassinsadtion vu précédemment. Mais dans le cas prédent,
convient en plus de rameneentre —r etx.



Ce que nous avons fait pour le pendule, nous allmaistenant le poursuivre avec d’autres types
de forces dérivant d’'un potentiel. On dispose nesianht des outils permettant de traiter ce genre de
probléme. Pour reprendre I'analogie du mouvemamalbille il s’agit de savoir ce qui se passe dans
le contexte de l&igure 8 La bille circule sur la courbg(x) qui correspond a un potentiel que I'on
s’est donné, et cela se passe sur une plateforrhdensubissant des vibrations forcées horizontales.
Comment va bouger la bille ?

FamY FamY
L) L)

Figure 8: Bille circulant sur une plateforme qui vibre izantalement.

4. Equations de Duffing et Ueda

Dans I'équation de Duffing” = — k X —a x—b ¥ + B cosw t, le fait d’ajouter des oscillations
forcéesB cosw t provoque des perturbations importantes et ajowtecdmportements chaotiques qui
sont difficiles & analyser. Le traitement de I'éiia de Duffing dans le plar,v va souvent donner
des trajectoires qui convergent vers un attractgant 'aspect d’'une pelote de laine, dont le fil
apparait complétement emmélé. Les trajectoireeseupent elles-mémes, ce qui était auparavant
interdit pour les équations différentielles autoesmquand la variable temps n’apparaissaait pas
explicitement dans I'équation. Mais commenconstgater I'équation de Duffing autonome, sans ses
oscillations forcées, afin de voir le r6le des pataesa etb.

Exercice 1 : Equation de Duffing simplifiee, sansrice périodique

Il s’agit de I'’équation autonome, c’'est-a-dire sdngervention explicite de la variable temps t, de
la forme x"+ a x + b X= 0, ot a et b sont les seuls paramétres, le phénoméanedissement étant
supprime.

1) Cette équation s’écrit aussi X” = — a x — b Xa force — a x — b3dérive d’un potentiel U tel
que dU / dx = a x + b% soit U(x) = a X/ 2 + b ¥/ 4. Dresser le tableau de variations de cette
fonction U, en distinguant quatre cas suivant legness de a et b. Sachant que la courbe
représentative de U permet de connaitre les trajees dans le plan de configuration x, v, faire les
dessins correspondants dans chacun de ces cas.

Il s’agit de connaitre le signe de la dérivéelWesoitU'(x) =a x+b x> =ax (1 + 0/ a) X.
Lorsquea etb ont de méme signe, la parenthése reste positilee dérivée est du signe dex Sia et
b sont tous deux positifs, la dérivée passe du sigo@s au signe plus, la courbe dea la forme
d’une cuvette. Sa etb sont négtifs, la dérivée passe de + a — et labeoada forme d’'une bosse. Par

contre, sia etb sont de signe contraire, la parenthése b #af x* admet deux racines-b/ a, elle

est positive entre les racines et négative ailleBisa est négatif et positif, la dérivée prend
successivement les signes — + — +, la courbd geesente deux cuvettes séparées par une bosse.
Enfin poura positif etb négatif, la dérivée prend les signes successifs + —, la courbe a deux
bosses séparées par une cuvette. A partir desedfoatnes obtenue~ ~ ~"_ > on en
déduit aisément les trajectoires dans I'espacedigurationx, v.

2) Programmer pour avoir les trajectoires dans chaaes cas trouvés ci-dessus, et comparer
avec les tracés obtenus au 1°. Lorsque a est pesiti négatif, on pourra prendre a=1 et b =61/
pour avoir une bonne approximation, lorsque x n'gas trop grand, de ce qui se passait pour le
pendule aved’ = - sin 6.

Les trajectoires obtenues par programfigri(e 9 confirment les résultats obtenus au 1°.
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L’exercice précédent montre que les deux aasp etb > 0 d'une parta > 0 etb > 0 d’autre part,
ont 'avantage d’empécher les trajectoires de partinfini. Que se passe-t-il lorsque I'on ajoutes
vibrations forcées ?

4.1. Premiercasa=—-1eth=0,1

Prenons plus précisémeat= — 1 etb = 0,1.L’équation s’écrit X"+ 0,2 X— X + 0,1 = B cog.
Rappelons que la courbe du potentiel présente deugttes. Pour de faibles valeurs Beles
trajectoires convergent soit vers un ovale soiswar autre, tous deux centrés autour des puits de
potentiel, comme on pouvait s’y attendfegfre 1. PourB = 0,9, les deux ovales précédents
s'unissent en un seul, formant une double bouclaisM’est autour d& = 1 que tout change.
L’attracteur des trajectoires ressemble alors ahalene de fil emmélée qui ne cesse de se densifier
au fil du temps, tandis que la figure obtenue patisn de Poincaré prend une forme immuable avec
sa structure fractale feuilletée, ce que I'on appeh attracteur étrange. Ensuite, pour des valeurs
supérieures commi8 = 2, on trouve un grand ovale. Ce ne sont la aquedgges exemples, il arrive
aussi que I'on trouve quatre ovales ou des enranésrplus complexes.




11

B=2

Figure 11: Résultats obtenus dans le plan de configuration selon I'amplitude des vibrations
forcées. Dans le cas &= 1, on a ajouté droitel'attracteur issu de la section de Poincaré.

Le fait d’obtenir un attracteur chaotique en fordebobine de fil emmélée, avec une section de
Poincaré donnant une forme fractale, avec sesptadtreplis et feuilletages, arrive couramment des
gue les vibrations forcées ont une amplitude agsamde. On trouvera sur figure 12 d’autres
résultats obtenus en prenant — 1 etb = 1.

Figure 12: Attracteurs étranges correspondant a une sedédPoincaré des trajectoires, paur
— 1 etb=1.A gauchek = 0,02 eB = 3,au centrede méme mais en prenant 3 sau lieu de 3 cog
a droitepourk = 0,07 eB = 11.

4.2. Deuxieme casa=1eth=1

Prenons comme équation différentieller 0,1 X+ x + x> = 0,2 cos(1,4). En prenant plusieurs
trajectoires dans le plax v, on constate la présence de deux cycles limitegpatit et un grand
(figure 13 en hayt Pour pouvoir séparer les points qui convergesrs wn cycle de ceux qui
convergent vers l'autre, on pratique une sectiorPdmcaré. La force périodique cos(1)4a pour
périodeT = 277/ 1,4. Hachées dans le tempsTdenT, les trajectoires au mouvement continu sont
remplacées par une suite de points, et celle-crarge vers un point fixe ou un autre selon que I'on
tombe sur un cycle ou sur 'autre. Grace a la csaace de ces points fixes, on peut déterminer les
deux bassins d’attraction des deux cycles, puisglen son point de dépaft ,vo, une trajectoire
converge vers I'un ou l'autre des deux cycles Bsitou encore sa section de Poincaré donne des
points qui convergent vers I'un ou l'autre des deoints fixes figure 13 en bds Le programme
correspondant s’écrit :

On se donne les valeurs de a, b, kpBainsi que I'origine écran xorig, yorig et le zopiti 130.
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dt=0.005;
for(x0=-1.;x0<0; x0+=0.1) for(vx0=-1.;vx0<1.;vx0+=1) /* trajectoires pour avoir les cycles limites */
{ x=x0; vx=vx0; t=0.;
for(i=1;i<70000;i++)
{ ax=-k*vx-a*x-b*x*x*x+B*cos(omega*t); x+wx*dt,vx+=ax*dt;t+=dt;
xe=400+zoom*x;ye=300-zoom*vx;
if(xe>0 && xe<800 && ye>0 && ye<600 &&>48000) putpixel(xe,ye,black);
}

}
T=2.*M_Pl/omega;
x=0.2; vx=1.;dt=0.0001;t=0.;s=0.;vs=0.5*omega,;
for(i=1;i<2000000;i++) /* section de Poincaré d’'une trajectoire menantrapoint fixe */
{ ax=-k*vx-a*x-b*x*x*x+B*cos(omega*t); x+=w*dt;vx+=ax*dt;
olds=s;as=-omega*omega*s/4.;s+=vs*dtas*dt;
t+=dt;
xe=400+zoom*x;ye=300-zoom*vx;
if(olds*s<0. && i>1600000) filldisc(xge,5,red);
}
Recommencer en partant de x = -0.2 et vx = 1, @wair I'autre point fixe */
xorig=400;yorig=300;
pflx=-0.214;pfly=0.04; pf2x=0.639; pf2y=1.378;coordonnées des deux points fixes */
dt=0.005;L=400;zoom=(float)L/6.;
for(xe=xorig-L/2;xe<=xorig+L/2;xe++)/* tracé des bassins d’attraction */
{ for(ye=yorig-L/2;ye<=yorig+L/2;ye++)
{x0=(float)(xe-xorig)/zoom; vx0=(float)yig-ye)/zoom;
Xx=X0; vx=vx0;t=0.;
for(i=1;i<70000;i++)
{ ax=-k*vx-a*x-b*x*x*x+B*cos(omega*t) x+=vx*dt;vx+=ax*dt;t+=dt;
if (i > 50000 && fabs(x-pflx) <0&& fabs(vx-pfly)<0.1)
{ putpixel(xe,ye,red); break;}
else if (1> 50000 && fabs(x-pf2xP.1 && fabs(vx-pf2y)<0.1)
{ putpixel(xe,ye,green); bréak;
}
}
SDL_Flip(screen);

}
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Figure 13: Les deux cycles limitesn haut et leurs bassins d’attraction respectifishas
Exercice 2 : Equation x” + 0,1 X’ + X — X= B cos t

Il s’agit de I'équation de Duffin dans le cas o&d et b = — 1. On sait que dans ce cas, la courbe
du potentiel présente une cuvette entre deux b/~ "\ .

1) Prendre B = 0. La forme de la courbe du potdniigique qu’il existe deux types de
trajectoires : celles qui restent confinées dansuaette, convergeant méme vers le fond O du puits
du potentiel sous l'effet de I'amortissement, dtesequi s’en vont a I'infini. Faire le programme
donnant les deux bassins d’attraction, celui dunp@ et celui de I'infini. Pourquoi le bassin de O
présente-t-il une symétrie centrale ?

Pour savoir si une trajectoire s’en va a l'infihisuffit de prendre un grand cercle de centre O et
de tester si la trajectoire s’en va au-dela dedtieur de ce cercle. On trouve ainsi les deuxibass
d’attraction demandégigure 14. On constate la symétrie centrale que préseriadsin d'attraction
de O autour de ce point. Il s’agit d’'une conséquencéaitique la courbe du potentiel est symétrique
par rapport a I'axe vertical. En pensant a I'anaatjune bille circulant sur la courbe du potents|
I'on prend les trajectoires des deux poings ) et (—Xo, —Vo) de coordonnées opposées dans le plan
de configuration, leurs points conservent des anundes opposées, /), (—x, —V) au cours de leur
mouvement, et si une trajectoire converge @&rautre aussi, tout comme si une trajectoire yara
Pinfini.

Figure 14: Bassins d'attraction d@ en rouge et de l'infini en vert.

2) Rajouter maintenant des vibrations forcées aBee 0. Tracer les bassins d'attraction des
trajectoires restant confinées dans la cuvettalestelles partant a I'infini, pour quelques valeules
B. A partir de quelle valeur de B, toutes les tctpires s’en vont-elles a l'infini ? Pourquoi les
bassins d’attraction perdent-ils la symétrie cetdgrgu’ils avaient pour B =0 ?

Pour distinguer les deux types de trajectoiresyfiit de les distinguer selon qu’elles s’en vomt a
dela d’'un grand cercle de ceni@eou bien gu’elles restent en son intérieur au lbuh certain
nombre d'itérations dans le temps. D’ou le programm
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dt=0.005; L=400; zoom=(float)L/3.;
for(B=0.;B<0.6;B+=0.1)
{ for(xe=xorig-L/2;xe<=xorig+L/2;xe++)
{ for(ye=yorig-L/2;ye<=yorig+L/2;ye++)
{ x0=(float)(xe-xorig)/zoom; vxO=(fltgyorig-ye)/zoom;
x=X0; vx=vx0;t=0.;flag=0;
for(i=1;i<70000;i++)
{ ax=-k*vx-a*x-b*x*x*x+B*cos(omga*t); x+=vx*dt;vx+=ax*dt;t+=dt;
if (x*x+vx*vx >1000) { putpiel(xe,ye,green); flag=1;break;}
if (i>50000 && flag==0) { ppixel(xe,ye,red); break;}

}

}
SDL_Flip(screen);

}
SDL_Flip(screen);pause(); SDL_FillRect(scr@amhite);

}

En faisant varieB de 0,1 en 0,1, on constate que le bassin d'atiractes trajectoires restant
confinées dans le fini disparait lorsgBe= 0,6 figure 15. Les bassins d’attraction ont perdu la
symétrie centrale qu’ils avaient pdBi= 0. En effet deux points a coordonnées opposees€t (—x,

— V) sont soumis a la méme force sinusoidale a chexgtient, et celle-ci tend a les faire bouger du
méme cOté et non pas des deux cotés opposes, fatguardre la symétrie centrale.

Figure 15: Bassins d’attraction pol = 0,1 puisB = 0,2, et ainsi de suite jusquBa= 0,5.

3) Pour mieux comprendre la perte de symérie cémtrantroduisons une phasg dans les
vibrations forcées en remplacant B cos t par B dos(¢). Comparer les cas op = 0 ety = 7.
Prendre aussi quelques valeurs intermédiaireg.de

On observe que les bassins d’attraction obtenusgeld ety = sont symétriques par rapport a
O (figure 16. Cela s’explique puisque cot € 7) = — cost. Ainsi en partant de deux points de
coordonnées opposées, tous les signes de départ'éaumation différentielle sont changés, et de ce
fait les trajectoires suivent la méme évolutionueas intermédiaires sont donnés stiigare 17.
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Figure 16: Bassins d’attraction poyr= 0 ety =z, avecB = 0,25.

Figure 17: Bassins d'attraction powr= 27/ 3 etp =4rx/ 3.

Exercice 3 : Potentiel de degré 5

Donnons-nous un potentiel de la forme U(x)°# % + a X /3 + b x. Cette fonction est impaire et
I'on fait en sorte que sa courbe représentativesprée deux creux et une bosse en choisissanth = —
et b = 1. L'équation différentielle associée s’écrk” + k X' + x*+ax +b =B cos t.

1) Tracer par programme la courbe du potentiel et @eduire I'écoulement de I'équation
différntielle en I'absence de force sinusoidale=(B) mais avec un amortissement k = 0,5.

Certaines trajectoires s’enroulent en spirale jimgfond de I'un des deux puits attracteurs, qui
correspondent aux deux creux de la courbe du peteet d’autres s’en vont a l'infini a gauche. De
leur c6té, les deux bosses de la courbe du potesidignent des points hyperboliques pour les
trajectoiresfigure 18.

AN .
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A

Figure 18: En haut courbe du potentidl(x). En bas écoulement de I'équation en présence d’un
amortissement, mais sans vibrations forcées.

2) Les trajectoires dans le plan de configuratigrvxont trois types de comportement : soit elles
s’en vont a l'infini, soit elles restent confinéd@ns le puits gauche, soit dans le puits droit.cEra
par programme les trois bassins d’attraction copesdants, en commencant par prendre B = 0, puis
en augmentant B. Que constate-t-on ?

On a déja vu comment savoir si une trajectoire s@ra l'infini. Pour tester les trajectoires qui
finissent bloguées dans un des deux puits, on asabgsoin de prendre une section de Poincaré, il
suffit de prendre des zones assez larges autoupudts et de tester si la trajectoire finit pay s’
trouver.

B=1,
xorig=400;yorig=300;
dt=0.005;L=300;zoom=(float)L/15.;
for(xe=xorig-L/2;xe<=xorig+L/2;xe++)
{ for(ye=yorig-L/2;ye<=yorig+L/2;ye++)
{x0=(float)(xe-xorig)/zoom; vx0=(float)brig-ye)/zoom;
x=x0; vx=vx0;t=0.;
for(i=1;i<120000;i++)
{ ax=-k*vx-x*x*x*x-a*x*x-b+B*cos(t); x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt;vx+=ax*dt;t+=dt;
if (I > 100000 && fabs(x-1.5) <0&& fabs(vx)<0.1)
{ putpixel(xe,ye,red); break;}
else if (1> 100000 && fabs(x+0.9).6 && fabs(vx)<0.1)
{ putpixel(xe,ye,green); break;
else if (x*x*+vx*vx>1000) { putpiXéxe,ye,blue); break;}
}
}
SDL_Flip(screen);
}

On observe que le bassin d’'attraction du puits lgawc tendance a diminer en surface lorsque
'amplitude B augmente, et qu'il finit par disparaitre pddi= 0,8 figure 19. A son tour le bassin
d’attraction du puits droit voit sa surface diminuédisparait a son tour po& de I'ordre de 1,2. On
constate aussi qu’au fil de leur évolution les resd’attraction ont une tendance a s’effriter eea
feuilleter, prenant une allure fractale.



17

B=0 B=0,5 B=0,6 B=0,7 B=0,8 B=1
Figure 19: Les trois bassins d’attraction lorsgqBeaugmente. Celui du puits gauche est en vert,
celui du puits droit en rouge, et celui de I'infam bleu.

Exercice 4 : Potentiel de degré six

Avec un potentiel de degré 6, on cnsidere I'équadidférentielle :
x"=-kx-xX-axX- bXx- cx & Bosw )
ou X" est I'accélération, — k x’ la force de frethent,—x> —axX*— bX - cx c la force dérivant

du potentiel de degré six, et B aodf la force sinusoidale. Le potentiel est de larfe :

6 NG

U0=X +a% b5+ X+ dx
6 4 3 2

Pour certaines valeurs des paramétres a, b, cad;airbe représentative présente 3 creux et 2
bosses.

1) Prendre a=-4,6 b=0,2 ¢c =4,3etd = 0Rracer la courbe de U(x) et vérifier qu’il y a
bien trois puits de potentiel et deux bosses donms points hyperboliques.Puis visualiser
I'écoulement de I'équation différentielle, c’esdae les trajectoires dans le plan de configuratien
X’) en I'absence de force de frottement et de feinasoidale (k = 0 et B = 0).

La courbe se présente bien comme anndiigéré 20 en hayt Et en I'absence de frottement et de
force sinusoidale, les trajectoires dans le placaldiguration correspondent bien a ce que sezait |
mouvement d’une bille roulant sur la courbe du poét (figure 20 en bags On constate en effet que
certaines trajectoires tournent autour de chacuntiés points elliptigues correspondant aux trois
creux de la courbe du potentiel, les deux bossetadsourbe du potentiel donnant des points
hyperboliques, tandis que d'autres trajectoiresillest tout autour du groupe des trois puits,
correspondant a de grandes oscillations.
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Figure 20: En haut courbe représentative tgx). En bas écoulement dans le plax ') associé
a I'équation sans frottement ni force sinusoidale.

2) Ajouter une force de frottement. Que se pas3e-il
Maintenant toutes les trajectoires s’enroulent ginrake autour des trois différents attracteurs en

convergeant vers I'un de ces trois points. Par @kerpourk = 0,8 on obtient I'écoulement de la
figure 21

/

Figure 21: Ecoulement en présence d’'un amortissement.

3) Rajouter une force sinusoidale, par exemple Betw = 2, en conservant k = 0,8. En prenant
un exemple de trajectoire constater que celle-ctomeverge plus vers un point mais vers un cycle
limite.

Il est normal que les trajectoires ne convergems ¥es points fixes que dans le cas ou il y a
frottement mais pas de force sinusoidale. Dés gtte derniére agit, méme avec une amplitBde
faible, les points fixes sont remplacés par detpetiales autour des puits de potentiel dans lEspa
de configuration, ce qui correspond a de petitesllasons. Pour des amplitud&splus élevées, les
cycles prennent des allures plus complexes, conamexemple sur lagure 22 pourB = 2 etw = 2.

Figure 22 : Une trajectoire convergeant vers un cycle limite
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4) Nous allons maintenant étudier les bassins diation.

a) Commencer avec juste un frottement sans forugssidale. Les trajectoires convergent vers
'un des trois points attracteurs qui correspondentx vallées du potentiel. Faire le programme
visualisant les trois bassins d’attraction pour 022, B=0,w = 1.

Il suffit de parcouir un carré de I'écran, de cativdes coordonnées des points sur I'écran en
coordonnées des points pour le calcul, puis dedpeela trajectoire de chacun de ces points pour voi
vers quel point fixe elle converge. Les trois pgifixes, qui correspondent aux mimima de la courbe
du potentiel, ont pour coordonnées (— 0,05, 0Y4(10), (-1,88, 0). Le résultat est donné suiglare
23

11 |
\ /

Figure 23: Les trois bassins d’attraction en présence Fottement mais sans force sinusoidale
(B=0).

b) Ajouter une force sinusoidale en conservant&2etw = 1, et en prenant B = 0,4 puis 0,5
puis 1. Dans chacun de ces trois cas, détermigeicycles limites et leurs sections de Poincaré, de
facon a pouvoir dessiner leurs bassins d”attrantio

On constate que polB = 0,4 etB = 0,5, il existe quatre types de cycles limitesuptes
trajectoires, soit trois petits cercles autour plgiss du potentiel, mais aussi un grand cycle autieu
deux des puits pouB = 0,4 et autour des trois puits pddi= 0,5. Les sections de Poincaré donnent
guatre points fixes, un pour chaque type d’attractet les bassins d'attraction commencent a peendr
une allure fractale dans certaines zoffigsile 24en haut et au centje

PourB = 1, le cycle autour d’'un des trois puits de pt&trlisparait, il reste trois cycles limites,
deux autour de deux points fixes restants, etdaatdur un cycle enroulé deux fois sur lui-mémegcave
deux sections de Poincaffég(re 24 en bas

Il s’agit 1a de trois exemples. En prenant d’'autiedeurs deB, on assiste a de nombreux
phénoménes complexes.

Les programmes correspondants commencent paretréess cycles et leurs sections de Poincare,
pour pouvoir ensuite avoir des bassins d'attracti®ar exemple dans le cas ou B = 1, on trouve
comme sections de Poincaré des 3 cycles les p(i8S, 0) pour le premier, (— 1,84, 0) pour le
deuxieme, et les deux points (1, 0,6) (2,05 1,3k e troisieme cycle. A partir de la le programme
suivant permet d’avoir les bassins d’attraction :

xorig=400; yorig=300;
Le=400;

zoom=(double)Le/5.;
zoomv=(double)Le/8.;
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dt=0.002;

for(xe=xorig-Le/2;xe<xorig+Le/2;xe++) for(ye=yorige/2;ye<yorig+Le/2;ye++)
{ x00=(double)(xe-xorig)/zoom; vx00=(double)(yptye)/zoomv;
t=0.;x=x00; vx=vx00; s=0.; vs=0.5;
for(compteur=0;compteur<200000;compteur++)
{ ax=-k*vx-pow(x,5.) -a*x*x*x-b*x*x-c*x-d+B*cos(omega*t);;
x+=vx*dt+0.5*ax*dt*dt; vx+=ax*dt;
olds=s; as=-0.25*s; s+=vs*dt+0.5tH&dt; vs+=as*dt;
if(s*olds<0.)
{if (fabs(x-0.35)<0.1 &&bs(vx)<0.1) {putpixel(xe,ye,red); break;}

else if (fabs(x+1.84)x@& fabs(vx)<0.1) {putpixel(xe,ye,yellow); break;}
else if ((fabs(x-1.)<@& fabs(vx-0.6)<0.1)
|| (fabs(02)<0.1 && fabs(vx-1.35)<0.1))

{putpixel(xe yevial); break;}
}

t+=dt;
}

SDL_Flip(screen);

}

20
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B=1
Figure 24: Les cycles limites avec leurs sections de Po#&éaagauche(points rouges), et les
bassins d’attraction correspondaatdroite

4.3. Equation de Ueda

Il s’agit d'un cas simplifié de I'équation de Duffj, obtenu en prenaat= 0 etb = 1. L’équation
est de la forme x'+ kx + x*®= B cost. Le potentiel correspondant ddfx) = x* / 4 et sa courbe
représentative a une forme de cuvette. Malgré ctbplicité, on assiste a une grande variété de
phénomeénes.

Un cas classique et curieux consiste a prekdr®,08 etB = 0,2. Suivant les points de dépzagit
Vo, les trajectoires issues de ces points convergastcing cycles limites. En déterminant ensuite la
section de Poincaré dans chacun de ces cinq casstoen mesure de visualiser les cing bassins
d’attraction correspondantigure 25.

o D) €
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Figure 25: En hautles cing cycles limites avec les points de laisaae Poincaréen bades cinq
bassins d'attraction.

Exercice 5 : Equation de Ueda avec deux cycles tewi

Prenons I'équation de Ueda telle que x” + 0,2 x3&= B cos t

1) Vérifier que ses trajectoires convergent versxdeycles limites, pour B = 4 et B = 5. Faire le
programme permettant d’avoir les points limitesl@section de Poincaré pour chacun des cycles, et

en déduire les deux bassins d’attraction de ces dgales.

Le résultats sont donnés sufigure 26

7y

Figure 26: Cycles limites et bassins d’attraction p8ur 4 en haut, €8 = 5 en bas.
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2) Constater que pour B = 7 on trouve un attractebaotique en forme de bobine emmélée. Faire
le programme donnant les points limites de la sectie Poincaré.

On trouve encore une forme fractale feuilletiéggute 27).
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Figure 27: Points limtes d’'une section de Poincaré



