VIIl. De deux a trois dimensions

Ou en sommes-nous en matiére d’équations diffé@iéadi? Avec les couplages d’oscillateurs ainsi
gu’'avec les équations de Duffing et Ueda, nous snaservé des comportements chaotiques, et des
attracteurs étranges en forme de bobine de fil dé@néu encore a structure fractale grace aux
sections de Poincaré. Cela était d0 a la présenoe dorce variant sinusoidalement dans le temps.
Par contre, avec les équations différentielles raartees, ou la variable temps n’apparaissait pas
explicitement, et que nous avons aussi renconfpéésedemment, nous n‘avons assisté a aucune
dérive chaotique de ce genre et les résultats obtana limite étaient somme toute peu variés.eCett
situation a son explication théorique, qui s’appdlthéoréme de Poincaré-Bendixson.

1. Le théoreme de Poincaré-Bendixson

Précisons d’abord que par équations différentiedig®nomes, nous entendons précisément deux
types d’équations :

» Les systémes différentiels de deux équations dmipreordre, de la forme

ou les dérivées sont prises par rapport & |abkt

{X'= f(xy)
y'=a(xy

» Une équation du second ordre de la foxhe a(x) X + b(X) x=0

En fait ces deux cas sont identiques, le deuxi@marmenant au premier en prenant

X =v, etv = —a(X) X + b(X) x, qui est bien de la forme :
x'=f(xV) . .
. en se placant dans le plan de configuration
v'=g(xV

Quels sont les seuls attracteurs de trajectoiresiqus avons rencontrés ?

Soit nous avons trouvé une convergence vers unt figie attracteur, aussi appelé puits, les
trajectoires s’y rendant en ligne droite ou enapirPar contre, un point fixe qui est un centre (0
tourbillon), entouré par des trajectoires ellipggqutournant tout autour en empéchant tout
rapprochement vers lui, n’est 'ensemble limite gligne trajectoire, celle qui est issue de luicet
n’est pas un attracteur de trajectoires.

Soit nous avons assisté a une attraction destwags vers un cycle limite, c’est-a-dire une caurb
fermée ayant la forme simple d’'un ovale, sur lalguel trajectoire a un comportement périodique dans
le temps, puisqu’elle repasse régulierement enughpgint du cycle limite. Rappelons que nous avons

assisté a ce phénomene pour la premiere fois ageéduations de Lotka-Volterra et le systeme
proies-prédateurs.

! Théoréme di & H. Poincaré en 1881, dans son mersair les courbes définies par une équation
différentielle, et complété par I. Bendixson en 1.90



Mais il existe un troisieme cas, légerement difiéréu précédent, qui fait I'objet de I'exercice
suivant.

Exercice 1 : Mélange des équations de Duffing etrMaer Pol, sans forcage périodique

Prendre comme équation différentielle x” + (0,95 X) X’ — x + X = 0.2 Programmer, et vérifier
gu’'a I'extérieur d’'une certaine zone les trajecesrs’en vont a l'infini et qu'a lintérieur de cett
zone, les trajectoires ont tendance a venir seecalir une courbe en forme de huit sans pour autant
avoir un comportement périodique, tout point deeceburbe en huit ayant & son tour un attracteur
point, l'origine.

Les résultats du programme confirment ce qui esbrace figure 1). Remarquons que pour tracer
la courbe en forme de huit, il convient de prencrbmime points de départ des points tres proches de
I'origine O, qui constitue le point de recoupement de cettebm On constate alors que tout point
pris sur cette courbe, ou du moins le plus presibles a une trajectoire qui tend a converger \gers
point O, en un temps relativement long. Si I'on part daoint extérieur a la courbe en huit, on vérifie
que sa trajectoire a tendance a venir se collelastourbe en huit tout en tournant autour d’etiajs
cela se produit de plus en plus lentement, camilede se rapprocher du poi provoque un
ralentissement. La courbe en huit ne joue pas as Seict le role de cycle limite, qui suppose une
périodicité du mouvement.

]

=

Figure 1: En bley deux trajectoires partant de l'intérieur de lanfe en huit, et qui viennent se
coller sur elleen rougeune trajectoire partant de I'extérieur et venargsase coller sur la forme en
huit, en ocre la zone ou les trajectoires s’en vont a l'infini.

Ainsi il peut arriver que les trajectoires soietiirées vers une courbe qui se recoupe, une fois ou
plusieurs fois, comme la courbe en forme de huitalerice précédent. Celle-ci n’est pas un cycle
limite car les trajectoires qui viennent se codlar elle n’y ont pas un comportement périodiquesdan
le temps. Cela est dd au fait que tout point deeaaiurbe elle-méme a une trajectoire qui converge
vers un point fixe attracteur situé sur elle, sogae point de recoupement de la courbe.

En fait, il n'existe pas d'autres cas que ceuxdamme lindique le théoreme de Poincaré-
Bendixson :

Considérons un systeme différentiel autonome er denensions de la forme :

2 Rappelons que I'équation de Van der Pol étaiederdmex” — (e —x°) X + x = 0. L’exercice 1 utilise bien
un mélange de I'équation de Van der Pol et de al®uffing sans force sinusoidale, a cause dedsepce
d’'un terme enc.



X'= (X , . . L . .
{ . E )3//; les fonctiond et g étant supposées dérivables. Lorsque I'on pretiéjectoire d’'un
y =09(X
point dans le plarx,y, correspondant a une solution de ce systeme eliffiet, on dit que celle-ci
admet un ensemble limite formé de points, si chalmuces points est approché de plus en plus gres, e
aussi prés que I'on veut, par des points de jadi@ire a des instants précis. Alors, si la tiajiee est

bornée, restant confinée dans une zone limitézadinet un ensemble limite qui est

* soit un point fixe (puits, centre),

* soit une orbite périodique (ovale autour d’un tdiob, cycle limite),

* soit une courbe telle que tout point sur elle a twagctoire dont 'ensemble limite est un point
fixe.

En deux dimensions, les équations différentielldsrromes ne donnent comme attracteurs que des
points ou des courbes fermées, et jamaadtrdicteurs étrangesPour obtenir de tels attracteurs,
parfois a structure fractale, il faudra passemeis dimensions, tout en ayant des termes noniig®a
Mais en deux dimensions, malgré le nombre limité&ae limites, il est intéressant de voir comment
passer d’'un cas limite a un autre, ce que I'on lippee bifurcation.

2. Bifurcation de Hopf®

Lorsque les équations différentielles dépendem garameétre, il arrive que pour certaines valeurs
particulieres de ce paramétre il se produise umggraent de nature des attracteurs des trajectoires.
On dit alors qu'il y a bifurcation. Il existe plesirs types de bifurcation, comme les exemples stsva
le montrent.

Exercice 2 : Passage d’un point fixe a un cycle It

On considére le systeme différen éi =ax-y= XX+ y) .
y'=x+ay- Y X+ ¥)

On prendra des valeurs du paramétre a de part atitie de 0. Pour chaque valeur de a, tracer les
trajectoires de quelques points dans le repere XQye se passe-t-il quand le paramétre évolue?
Quelle est la bifurcation, et quand a-t-elle lieu ?

Nous avons pris des valeurs du paramgitemprises entre — 0,5 et 0,5. A chaque fois, mvoss
choisi quelques trajectoires issues des poigtd] avecx, compris entre — 0,8 et 0,8. On constate que
pour les valeurs négatives ddes trajectoires convergent en spirale vers latdoie origineO, mais
d’autant plus lentement queest proche de 0. La bifurcation se produit lorsgebange de signe. En
effet, quanda devient positif, le point fixe laisse la place aaercle limite de centr®, dont le rayon
augmente lorsqua augmentefigure 2.

% Aussi appelée bifurcation de Poincaré-Hopf-Andronprés H. Poincaré, le mathématicien allemand H.
Hopf traita ce probléme en 1925.
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Figure 2: En haut poura négatif, et prenant les valeurs — 0,5, — 0,202,0] y a convergence vers
le point fixeO. En bas aveca positif, soit 0,02, 0,2 et 0,5, les trajectoiresergent vers un cercle
limite de plus en plus grand.

Exercice 3 : Passage de deux ensembles limites geur

Prendre le syteme différentiel qui s’écrit en camrdées polaires
r'=ar+2r®-r? , ) o
g=1 avec r=dr/dt,d =d @/ dt, a étant un parametre réel.

Choisir quelques valeurs du paramétre a, et a cledgis prendre plusieurs trajectoires issues de
points (b, &). Pour éviter les trajectoires s’en allant & l'inf, on se restreindra a des valeurs
suffisamment faibles de, permettant aux trajectoires de converger vers desembles limites.
Rappelons que I'on passe de @,a (x, y) par x =r co8, y = r sind. Que se passe-t-il lorsque le
paramétre a varie, et quelle est la différence emés bifurcations actuelles et celles observées da
I'exercice précédent ?

On se place dans la zone Quest inférieur a 2, en constatant que dans ceesasdjectoires ne
partent pas a l'infini, du moins pour des valeunspdrameétrea comprises entre — 1 et 8gure 3.
Lorsquea est négatif, on observe qu’une partie des trafast@onverge vers un cercle limite, tandis
que les autres, plus proches de l'origine, convergers le point fixeO, origine du repére. La
frontiere entre les deux bassins d’attraction, icélucercle et celui d©, est elle-méme un cercle
intermédiaire de centi®. Lorsquea négatif augmente, le bassin d'attractionQleapetisse, et il tend
a disparaitre lorsqua s’approche de 0. Plus précisément, lorsgukevient positif, le poinO n’est
plus un point fixe attracteur, il devient instal#e,il ne reste plus que le cercle limite pourrattles
trajectoires. Dans le cas présent, le phénomenfuleation correspond a la disparition de I'un des
deux ensembles limites lors du passage du paramédtraégatif au positif.
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Figure 3: En haut poura négatif, il existe deux ensembles limites, soipdent fixe O pour les
trajectoiresen rouge soit un cercle limite de cent@ pour les trajectoiresn bley la frontiere de
séparation étant aussi un cerdn bas pour a positif, seul subsiste le cercle limite, le pot
repoussant maintenant les trajectoires.

3. Passage en trois dimensions

Ce qui ne pouvait pas arriver pour les équatiofféréntielles autonomes en deux dimensions, a
savoir la présence de fluctuations chaotiquesuveoatraire se produire en trois dimensions, alesc
attracteurs étranges associés aux noms de Lor@szsldR et Chua. C'est en 1963 qu’ E. Lorenz,
météorologue, publie un papier sur les fluctuatitmsrmiques dans l'atmosphere terrestre. Les
équations du mouvement de ce systeme hydrodynanmiquduisent a des comportements qui
semblent irréguliers et imprévisibles. Lorenz faiirner ses calculs sur une machine de I'époque.
L'anecdote veut qu’un jour, s’étant arrété au miliBun calcul pour aller boire un café, et ayangéno
les résultats intermédiaires sur un papier, ilmetale calcul en repartant des résultats qu'il tavai
obtenus avant I'arrét, mais sans tenir compte de les chiffres derriere la virgule. Il s’apercalibrs
gue les résultats finalement trouvés n’ont rieroé &vec ceux qu'il aurait obtenus sans s’arréter a
milieu du calcul. Lorenz vient de découvrir la gbiligé aux conditions initiales, que I'on appelle
aussi l'effet papillon. Dans son article, il notd’instabilité de I'écoulement non périodique qui
représente I'atmosphére. La prédiction est impdssid moins que les conditions initiales ne soient
exactement connues, mais cette condition ne peuéfra remplie>. A I'époque, cet article passe
inapercu. Ce n’est qu’en 1977 que les étudiantsstlears de I'Université de Santa Cruz le sortent du
placard, comme prototype de ce gu’ils vont appdelehaos.

3.1. Attracteur étrange de Rossler

En 1976, treize ans aprés Lorenz, Rossler proposysteme différentiel simple qui présente des
effets chaotiques :

X'=-y-2z
y'=x+ay
Z'=b+(x-q z

avec la présence d'un seul terme non-linéairées valeurs des parameétres éant0,2,b = 0,2 et
c=5,7.



Prenons la trajectoire d’'un point, par exemple icgdicoordonnées (0, 1, 0). On constate qu’elle
commence par rester dans le plan horizax®t en s’enroulant en spirale autour de l'originet ten
s’en éloignant, puis elle se met a monter assesjberment avant de retomber dans le plan horizontal,
d’autant plus pres de l'origine gqu’elle était mantégaut. Le mouvement se poursuit aiffigiufe 4 a
gauch@. Si I'on part d'un point quelconque, du moins @awes coordonnées qui ne dépassent pas
quelques unités, et qu'on ne dessine pas le déblat tiajectoire, celle-ci vient toujours s’enrauser
la méme forme, ou s’opere un mouvement tournans éaplanxQy, avec des bouffées de montées-
descentes en altitudeformant un attracteur étrange et chaotidigei(e 4 a droité.

Figure 4: A gauchele début de la trajectoire du point (0, 1, R)droite I'attracteur chaotique et
étrange, formé d’'une courbe qui occupe de facorseleme zone complexe de I'espace en trois
dimensions.

Une explication qualitative de ce phénomene peatdinnée. Lorsque I'on part d'un point du plan
xOy avec x nettement inférieur &, et z nul, les deux premieres équations s’écrivent Jousie
linéaire :

X'=-y
y'=x+ay
En dérivant la seconde, on trouve I'équation déifdielle eny:y’ — ay + y = 0, d’équation

caractéristique® —a r + 1 = 0, d’ou deux solutions complexes conjuguéesa/2+i~4-a® /2,

puisque le parametiea été choisi nettement inférieur a 2. On saitlgusala solution générale est de
la forme

y=¢&"?(Acosy 4- & ty+ Bsin{ 4 & t)

La présence du cosinus et du sinus est le sigreeitlagions périodiques, et le fait de multipliesrp
I'exponentielle provoque une expansion de ceslasoihs. Commed = —y, la composantg subit un
mouvement du méme type. Cela explique que la t@jeccommence par avoir une forme de spirale
grossissante autour @edans le plaxxOy. Mais qu’en est-il de I'altitude ? Au départZ = b > 0, etz

a tendance a augmenter. Mais la vitessst vite freinée par le terme négatif{c) z etz a tendance

a revenir a 0. Ainsi, tant quereste inférieur &, on obtient une spirale située quasiment danfale p
xOy. Mais l'augmentation d& va finir par le faire dépasser Alors tout change, car la vitesgesst
maintenant formé de l'addition des deux termesti®dd et x — c) z La courbe monte alors
brusquement en altitude. A son tour, 'augmentatier finit par rendre négative la vitesge= —y —

z, et x va finir par diminuer. Lorsque& devient inférieur &, la vitesseZ redevient négative, et
I'altitude z tend a se rapprocher de 0, faisant retomber jlectcdre dans une trajectoire en spirale. Et
ainsi de suite.



Exercice 4 : Attracteur de Rossler et cascade dedoitions

1) Prendre mainteant comme parametres a = 0,2, b = 0,2 et ¢ = 14.dbtiendra un attractet
étrange et chaotique, totomme précédemment. Puis dans le méme programmdoque ce
attracteur, déterminer les valeurs minimales dgquand la dérivée x' = vx passe dune moins au
signe plus, ce qui est facile a avoir lorsque latilise la méthode d’Euler améliorée. Ces vale
minimales de x forment une suil,. Tracer dans un repére en deux dimensions la @dds point
(%, X%+1).- ON constatera la formation d'e forme parabolique, comme pour I'application Idigjge
lorsque I'on atteignait le chaos ultin

Pour passer des points ¥, z) de I'espacen trois dimensions a leur projecticxe ye) sur I'écran
en deux dimensions, on utilise une perspectiveliéagaen supposant que l'oeil de I'observateul
situé dans le plan bissecteur des pixOz et yOz et faisant un angle avec le plan horizontal. L
formule de passage est alors :

xe= xorig+ A x-
{ gt Axy avec A= zoomh/ 2,B= zoom sip A/ 2, & zoom cog

ye= yorig- B x+ y—- Cz

Rappelons aussi que dans la méthode d’Euler ardélion détermine a chaque étape la vitvx
actuelle et la vitessevxa l'instant suivant, ce qui permet de savoix est minimal en faisant le ti:
vx < 0 etvvx> 0. Le programme s’ensuipermettant de tracer I'attractedig(ire €) et 'on observe
aussi, dans le reperg,(X..1) des minim dex la formation d’une courbeessemblant quelque pel
une parabolefigure 5.

cc=14.; /* valeur choisie du coefficien, a et b étant donnés */
dt =0.0001; dtsur2=dt/2.;
phi=0.5 ;cosphi=cos(phi); sinphi=sin(ph /* phi est I'angle d’inclinaison de I'oeil avec kol xQy *
A=zoom/sqrt(2.); B=zoom*sinphi/sqrt(2.); C=zoom*qbs;
x=0.;y=1.;z=0.; /* point de départ de la ajectoire */
for(i=0;i<20000000;i++) /* trajectoire aboutissant a I'attracteur étrange */
{ vx=-y-z; vy=x+a*y; vz=b+z*(>-cc); /* méthode d’Euler améliorée */
xs=x+dt*vx; ys=y+dtrvy; zs=z+dt*vz
VVX=-YySZS; Wy=xs+a*ys; wz=b+zs*(:-cc);
X=x+dtsur2*(vx+vvx); y=y+dtsur2*(vy+vvy); z=z+dts@r(vz+vvz);
if (vx<0. && vvx>0.) /* valeur minimale de x°
{ Xxmin=x;
if (I>3000000)
filldisc(950+20.*0ldxmin,600+20.*xmin,2,black /* point X,, X,+1, ici (oldxmin, xmir */
oldxmin=xmin;

}
if (i>3000000) putpixel(xorig+A*(-y),yorig-B*(x+y)-C*z,black);/* point de I'attracteur *
if (i%100000==0) SDL_Flip(screet

/\

/

Figure 5: Courbe des minima «x dans le repérexy, X+1)

2) Ayant entrevu un lien avec I'application logistiqueus allons garder les parametres a ¢
fixes, et faire varier c de 4 a 14. ire le programme donnant I'attracteur dans chaqus. €2onstater
lorsque ¢ augmente, larésence d’'un phénomeéne de bifurcations, commeeaitl déja observé dar
d’auttres contextes.



Nous donnons, sur fegure 6 I'attracteur pour certaines valeurs remarquadbdss

Figure 6: Attracteur pour certaines valeursajele gauche a droite et de haut en bas= 4 (cycle
limite), c = 6 (cycle de période 23,= 8 (cycle de période 48,= 10 (chaos)¢ = 12 (cycle de période
3), ¢ = 14 (chaos).

3) Pour chaque valeur de c, reprendre la suitedes minima de X, en prenant n suffisamment
grand, et tracer les points ayant cgsex ordonnée et ¢ en abscisse. On retrouvera lgrdimame de
bifurcations classique.

La courbe obtenudigure 7) confirme les résultats d’atracteurs obtenus dimgsestion précédente
pour les valeurs dechoisies.

for(cecran=60;cecran<=700;cecran+*yaleurs de ¢ sur I'écran aprés un zoom */
{ cc=((float)cecran+100.)/40.; £ va de 4 a 26/
x=0.;y=1.;z=0.;/* point de départ d’'une trajectoire */
for(i=1;i<3000000;i++)
{ vx=-y-z; vy=x+a*y; vz=b+z*(x-cc);

xs=x+dt*vx; ys=y+dtrvy; zs=z+dt*vz;
VVX=-YS-ZS; WWYy=Xs+a*ys; vwz=b+zs*(xs-cc)
X=X+dtsur2*(vx+vvx); y=y+dtsur2*(vy+vvyg=z+dtsur2*(vz+vvz);
if (i>500000 && vx<0. && vvx>0.) putpixgtecran,695+25.*x,black);

}
SDL_Flip(screen);
}



-6 t f t t t f t t t f t t f f t t
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ¢

Figure 7: Courbe des bifurcations.

Exercice 5 : Attracteur de Rossler et sensibilitéxazpnditions initiales

Partir de deux points trés proches et tracer ledetix trajectoires pour constater que celles-ci
finissent par se séparer irrémédiablement, maraféste que I'on appelle la sensibilité aux condito
initiales.

Il suffit d’'aménager les programes précédents pouostater le phénomeéne.
3.2. Attracteur de Lorenz

Au départ, il s'agissait de simuler la convectibartmique de I'atmosphére. Apres simplifications,
E. Lorenz aboutit a un systeme de trois équatidférentielles du premier ordre :

x'=s(y- 3
Yy'=rx—y-xz
z'=-bz+ xy

ou x,y,zsont des variables liées a ce mouvement conwetcifla température;, y’, z' étant les
dérivées par rapport au tempsCe systeme est manifestement non-linéaire. Ritiggément Lorenz
choisit comme parametréds= 8/3,s = 10 etr = 28, pour se placer au-dela du seuil d’instahikdn
observe alors un comportement chaotique, avec st@ations irréguliéres dans le cadre d’'un motif
global, l'attracteur étrange, lui-méme bien strugften forme de double spirale. Cela se vérifie en
faisant un programme du méme style que précédempequi donne lfigure 8
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Figure 8: Attracteur de Lorenzy gaucheau bout de 1 000 000 d'itérationa droite au bout de
10 000 000 d'itérations, aveit = 0,0001.

3.3. Attracteur de Chua

Au départ il s’agit d'un circuit électronique RL®rcu par L.O. Chua en 1983, susceptible de
présenter des phénoménes chaotiques. La modélisaathématique de ce circuit donne lieu a un
systeme de trois équations différntielles :

x'=a(y- x= f(3)
y'=X-ytz
Z'=-by
avecf(x) =m x+m—-nsix< -1,
f(xX) =n xsi-1<x< 1,
f(x) =mx+n—-msix= 1.

Le seul aspect non-linéaire provientf@@, qui est une fonction linéaire par morceafigure 9.
On prend généralement comme valeurs des paranaetrés,6,m=— 5/7 n = - 8/7, etb variable.

Figure 9: Courbe en forme de ligne brisée d’équatienf(x).
Exercice 6 : Attracteur a double rouleau de Chua

Faire le programme en faisant varier b de 50 ap@kir observer les évolutions de I'attracteur.
On constatera qu'il existe d’abrod un attracteurrfeé de deux rouleaux de forme ovale (il faudra
prendre deux trajectoires de points pour les ols)epuis ceux-ci fusionnent en un seul attractelifr,
du double rouleau. Ce changement qualitatif detane des attracteurs est appelé une crise.

Par un programme qui S'apparente a ceux qui prétede constate que la crise se produit aux
alentours dd = 31, ou les deux rouleaux fusionnent en un $@nlobserve aussi des phénomeénes de
bifurcations, avec dédoublements de période, efesiédres d’'ordre a I'intérieur de la zone chaatiqu
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Figure 10: Evolution de I'attracteur pour diverses valeursh. De gauche & droite et de haut
bas :b = 50 avec deux ovaleB,= 35 avec les deux ovales qui se dédoublenat33 avec deux ovale
en forme d’enroulementb,= 31 avec les deux ovales chaotiques qui ne farst gli'un,b = 29 avec
une fenétre ou l'ordre gagne provisoirement sucHaos, etb = 25 ou I'on retrouve I'attractel
chaotique en double rouleau.

4. Le contrble du chao:

Sur les attracteurs, le mouvement est souventiciugotDeux points de départ trés voisdonnent
des trajectoires qui vont se séparer et suivrewteteurproprechemin sur I'attracteur. Ce genre
phénoméne peut paraitre malencontreux dans cestaiineonstances, par exemple si le cir
électronique d’'un appareil ménager ou un réseectrigue montrent des sig! d’instabilité. Aussi
cherche-ten & minimiser ces perturbations chaotiques, cd’gueppelle lecontrdle du chac®

L'idée du contrbleconsiste a coupler deux mécanismes chaotiquesa@anft en sorte gqu'ils ¢
synchronisent et par l&@é€me s’atténuent I'un I'aut. Nous allons d’abord traiter un cas simple, |
voir comment cela se généralise pour le circuiCtaa

4.1.Couplage d’équations différentielles linéaire

Prenons comme exemple simple le systeme diffét

* Certains verront peut-étre tuvelle tentative pour enterrer le chaos, en me#id'omtre sa mécanique
perturbatrice, rais la vie ne se réduit pa celle des appareils ménagddans un univers d’ordre se dévelopg
toujours des foreeincontrdlables, et pas forcément maléfiq
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X'=ax " . L. "

{ . aveca positif ,x’ ety’ étant les dérivées par rapport au tempsec comme conditions
y =ay

initiales pourt=0: x = X, ¥ = Y. Un couplage entre ety est effectué en ajoutant un terme de

diffusion, ce qui s'écrit

{X'=aX+c(y— b
y'=ay+dxy

Avec un couplage nuk(= 0), le systeme a pour solution= x, exp@t), y = yo exp@t), et l'on
constate quex —y = (Xo — Yo) exp@t), ce qui indique qu'aveg, différent dey,, il y a divergence
exponentielle entrex et y lorsque le temps augmente. Il peut en adveniremgnt avecc > O.
Envisageons les deux cas suivants :

e Pourc = 0,03 eta = 0,1, on constate que les courbesxd y par rapport au temps, avec au
départ xo > 0 etyy < 0, se séparent de plus en plus, et il n'y a gasythchronisationfigure 11 a
gauche.

» Pourc = 0,07 eta = 0,1, les deux courbes tendent a se confondrl® gynchronisation se
produit figure 11 a droité.

Figure 11: A gauchedivergence exponentielle poar= 0,1 etc = 0,03,a droite synchronisation
poura= 0,1 etc = 0,07. Dans les deux cas pour0, on a pri, = 5 ety, = — 4.

Il apparait que la synchronisation a lieu dés quecduplage est assez fort. Cela se vérifie
théoriquement. Reprenons le systéme différentiet'garit :

XY (a=c c | x
y' c a-cly
. ‘g a-c-A c
La matrice admet des valeurs proptegerifiant J
c a-c-
valeurs proprea eta — 2c. Les vecteurs propres associés sont (1, 1) et {1, Dans le repere de ces
vecteurs propres, le systeme devient :

‘:0, et I'on trouve les deux

{X =aX ce qui donn& = X, exp@t), Y = Yo exp(l — ).

Y'=(a-20Y

La matriceP de passage de I'ancienne base a la nouvelle esééodes deux vecteurs propres
rapportés a lI'ancienne base, soit

11 X X X=X+Y
P= et =P . La formule de passage est
1 - y Y y=X
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= t -2c)t — X + Y
d’ou {X ))io Z:‘ * é::_zm avec{x0 0o
Y=X -

— t _ -2¢)t
Finalement{x 0500+ yo)é‘t " 0.5 %) éa-zc)t
y=0,505+ )€ -0,504~ %) €&
et x—y=(%—y) €729 Ainsi, dés quea— 2c < 0, ouc >a/ 2, il y a synchronisation des deux

mouvements, les courbes devenant asymptotes faumed, puisquex —y tend vers 0. Par contre pour
c<al/2,ily a divergence exponentielle. C’est biergae nous avions trouvé précédemmient.

Ce qui vient d’étre fait pour un systeme linéaiee g&néralise aux systemes différentiels non

X
linéaires, de la form¥’ = f(X), X étant un vecteur en dimension quelconque, par ehee)ﬁp( j en
y

deux dimensions, &’ le vecteur vitesse associé. Le couplage consistereer le systeme

X'1= f(X1)+C(X2_x1)
X, =f(X,)+cX,-X )

On démontre alors que si le coefficient de couplagst supérieur d / 2, A étant le plus grand
exposant de Liapounov, le systeme couplé se synigero

4.2. Synchronisation du circuit de Chua

Prenons les trois équations du systéme de Chuzubtahs les en ajoutant le couplage. A partir de
points de départ tres légérement différents paum Bt I'autre des circuits, et lancons leurs deux
trajectoires. Pour simplifier, on s’'intéresse smdat & la composante des points de ces deux
trajectoires, soik; etx,, et I'on trace dans un repere en deux dimensiempoints X; , x) des deux
trajectoires a chaque instant. On constate que poucouplage faible de l'ordre de= 0,18, le
mouvement des pointsx;( %) est complétement désordonné, tandis que pour 0,28, la
synchronisation se produit, et les poimtg &) restent proches du segment diagonalxpe x,, le
coefficient de Liapounov le plus grand étant dedfe de 0,5f{gure 12.

Figure 12: Le début de la trajctoire est en bleu, la s@t en rougeA gauche pas de
synchronisation pour = 0,18,a droite synchronisation pouwr = 0,28.

®> Nous avions aussi prig = 5 ety, = — 4. Avecx, + Yo > 0, les courbes deet dey montent toutes deux vers
+ o0,



