Cercles d’Apollonius, et Descartes

1. Configuration de cercles tangents

On doit & Apollonius de Pergévers —200) cette propriété : A partir de troisctes tangents
mutuellement, il existe exactement deux cercledaguisont tangents.

La démontration se fait de nos jours en utilisame inversiorf dont le centred est un point de
contact entre deux des cercles. Ces deux ceraiesransformés en deux droites parall@estD’, et
le troisiéme cercle devient un cerdletangent a ces deux droites, puisque l'inversiomseove les
contacts. Sur la figure obtenue, on peut alorstoains exactement deux nouveaux cercles tangents a
C, D et D’. La méme inversion permet de revenir a la figunéiale, ce qui donne deux cercles
tangents aux trois cercles. Tout cela se constat@fgure 1ou I'on a pris trois cercles tangents deux
a deux extérieurement. Remarquons que dans les danfigurations obtenues en adjoignant le
quatriéme cercle, on a toujours trois cercles tarsgeextérieurement et un cercle tangent
intérieurement (englobant les trois autres).

Figure 1: A gauche trois cercles mutuellement tangemsi centre les cerclesgn bley aprés
inversion, et les deux nouveaux cercles (oug@ qui leur sont tangent# droite les trois cercles
initiaux et les deux cercles tangeatsrouge

Exercice 1. Construction d’'une configuration de trois cerclédangents

On se donne deux cercles tangend®t0G, de rayonsdet r; . Sans perte de généralité, on prend
leur point de contact en O et leurs centres sur &ec G au-dessus de Ox centré en (§),8t G en
dessous centré en (0, p,ravec p < r;. En utilisant une inversion dont le cercle a paentre O et
pour rayon 2, construire un cercle £qui leur est tangent extérieurement et du cétéxdpssitifs,
puis les deux cercles;Qui leur sont tangents.

Il suffit d'appliquer la méthode précédente, enhlabtient lafigure 2 On commence par tracer les
deux cercle€, et C,. L'inversion dont le cercle est dessimié vertdonne les droite€’y et C'4, avec
C’y tangente &, au point (0, Zo). On choisit ensuite un cerd®, situé entre ces deux droites, et son
inverse donne le cerclg,. Puis on trace les deux cercles situés entrertetedC’, et C'4, et tangents
a droite et a gauche @&,. Leurs inverses donnent les deux cercles tangetysC, et Co.

! La ville de Perge (Perga) est située en Anatdhes la Turquie d’aujourd’hui.

2. 0n peut aussi utiliser une transformation de Msliaisant passer du poidtau pointeo.



Figure 2: Les trois cercle€y, C;, C, en noir, et les deux cercles qui leur sont tangentbleu

2) Le cercle @ étant choisi du c6té des x positifs, il en estrdame de son inverse Ctont le
centre est (%, y'»). Calculer le rayon r; de ce cercle ainsi queyy'Pour quelle valeur de xle cercle
C, devient-il une droite qui est la tangente commaune cercles get G. En déduire la contrainte sur
X', pour que le cercle $soit tangent extérieurement 3 & G.

La droiteC’ inverse deCy a pour équation = 2r,. La droiteC’; inverse deC; a pour équatiog =
—(2r,)? I (2r;)=-2¢ k. La distance entre les deux droi@set C’; est égale &

21, + 28 Ir = 2 o€+ o) | et le rayon deC’, vautr' , = ry(r, +r,) /r,. Son centre est équidistant
des deux droites, d’or’, =(1/2)(2ry— && Iry)=r o€, o) f .

Le cercleC, devient une droite lorsque le cer€l& qui est son inverse passe farCela signifie
gue la distance entf@ et le centre d€’, est égale au rayon, soit

X2y, =S

X2+ 12 (=) 2 Ir 2 =1 %6 o+ )2k

X',2 =4’ I

X', = 2r0\/m

Lorsquex’, augmente au-dela de cette valeur, les cer€lg®tC, se déplacent vers la droite, &t

est tangent extérieuremenCaet C;. Par contre lorsqueé, diminue en deca, le poif est intérieur
aux cercle’, et C,, et le cercleC, est tangent intérieurement avéget C;. On doit donc avoir

X', > 21541, /7, . Lafigure 3montre I'évolution des cerclé€3; etC, lorsquex’; augmente.
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Figure 3: Evolution des cercle€’, (en rougé et C, en noir lorsquex’, augmente, aveg’, <
21y4/ro /1, @ gauchepuisx’; = 2ry/r, /1, , puis sur les deux derniers dessins>2ry\/r, /1, .




2. Empilement des cercles d’Apollonius

Reprenons notre configuration des trois cercles
tangents. L'extérieur des trois cercles se divise e
deux zonesjéune et verte sur lafigure ci-contre :
un triangle curviligne situé entre les trois cesclet
dont les sommets sont les trois points de tangence,
ainsi gu’un autre triangle curviligne, cette foigite
infinie, et ayant aussi pour sommets les points de
tangence. On retrouve ces deux triangles, chacun
avec un sommet a l'infini, sur la figure inversdesiagit des zones en blanc defigure 1). C’est la
gue vont se placer les deux nouveaux cercles. @hdaux donne naissance a trois nouveaux
triangles, et I'on peut a nouveau placer un cetlafgent dans chacun de ces triangles. Le processus
peut étre répété indéfiniment, en mettant un nawesacle dans chacun des nouveaux triangles, et
chacun donne a son tour trois triangles a I'étagigaste. La multiplication des cercles donne
finalement la configuration dite d’empilements agotes d’Apollonius figure 4, chacun ayant trois
points de contact avec ses voisins, et tous ing#ags le cercle tangent englobant les trois cercles
initiaux.

2.1. Nombre de cercles

On peut déterminer le nombre de cercles a cha@gye &u processus. Appelonsle nombre de
nouveaux cercles créés a I'étapg@vecn = 0 au départ). A I'étape 1, on a deux nouveaugle®, soit
v; = 2. A I'étapen, lesv, nouveaux cercles créent chacun trois triangles beguels vont s’'insérer les
nouveaux cercles de I'étape suivante, gQit= 3v,. D’'ou la forme explicites, = 2x 3 Appelonsu,
le nombre de cercles & I'étapesoitu, = Un.q + Vi, = Uyg + 2x 3™, avecu, = 3. On en déduit que

Uh=Up+2(3+37%+ .. +1)=3+3-1
=3+2

2.2. Configuration de quatre cercles

Il existe une autre méthode pour construire ceslements de cercles. On commence par ajouter
aux trois cercles mutuellement tangents (et ext&s)eun quatrieme cercle, celui qui leur est tahgen
avec les trois cercles en son intérieur. Notonsceedes 0, 1, 2, Jigure 3. On obtient alors quatre
triangles curvilignes qu’il va s’agir de remplirol cela on construit quatre cercles passant per tr
des points de tangence associés a trois cerclie€1sy 013, 023, 123e6 rougesur lafigure 3, et
I'on pratique des inversions par rapport a ceslegrdrenons par exemple le cercle 013 orthogonal
aux trois cercles 0, 1 et 3. Sous l'effet de l'irsien ces trois cercles sont conservés, et le i@uadr
cercle 2 est transformé en un cercle 2' orthogama trois autres, ce qui donne un cercle
d’Apollonius. Les quatre inversions donnent ainsitge nouveaux cerclesr( rougesur lafigure 3.

Puis on recommence. Sous l'effet d’'une des invessiseuls trois des quatre cerctesges (car



notamment 2’ redevient 2) donnent naissance a maiweaux cercles tangenen(ble). Et ainsi de
suite. Chacun de ces cercles est tangent a tnaieseayui lui sont adjacents. L’empilement de @3¢l
d’Apollonius apparait comme étant I'ensemble limitie systéme des quatre inversions, et il reste
globalement invariant sous leur effet.
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Figure 3: A gauchela configuration de quatre cercles mutuellemengeats, avec les quatre

cercles d'inversioren rouge A droite les trois premieres étapes de constructionr¢eige puisbleu
puisvert) des cercles de I'empilement obtenus par invession

Calculons le nombra, de cercles a I'étapg en notant/, le hombre de nouveaux cercles a cette
étape. A I'étape 0, on a 4 cercles,:= 4 et quatre interstices disponibles. A I'étapde$ quatre
interstices sont remplis par 4 cercles, digi= 4 etu; = 8. Chacun des nouveaux cercles donne
naissance a trois interstices disponibles autodwidé I'étape 2, on ar, = 3v;= 12 etu, = Uy +V, =
20. Cela se généralise aux étapes suivantes : emagweau cercle ouvre trois places disponibles pou
I'étape d’aprésy, = 4x3"% etu, =4 +v; + Vo + ... +v, = 4 + 4 (83— 1) / 2. Finlement;, = 2 (1 + 3).

Exercice 2 : Autres configurations des cercles d@jonius

Sur les figures pécédentes, les points de contistgrois cercles intérieurs et du cercle extérieur
de rayon 1 ont été choisis simplement, afin ddifacles calculs, en I'ocurrence ce sont les psiat
=i,a, =1 et g =—i. Mais on sait qu'une transformation de Maobi{de la forme z’=(az+b)/(cz
+ d) avec a d — b & 0) est déterminée de fagcon unique par trois poattteurs transformés. En
prenant trois points quelconques,a’,, a's sur le cercle unité, et en appliquant la transfation qui
fait passer des points & de 1 a 3) aux points,ales cercles restent des cercles tangents enigeetu
I'on obtient une nouvelle configuration de ceraié&pollonius.

1) Prendre comme points,des points formant un triangle équilatéral aveg /i, a'» = i € ** et
az=ie 273 Déterminer la transformation de Mobius f faispasser des points i, 1, — i aux points 0,
o, 1, puis la transformation g faisant passer de pemts i, i €2, i e*™® aux points O, 1. En
déduire la transformation faisant passer des paitsux points a

Avecf faisant passer dea O et de 1 &, f est de la formé (2) = KZ—_ll. Avecf(—i) = 1, on trouve
Z_

K=(1-i)/2.

A z- . i
De mémeg est de la formey(2) = K' et I'on trouve ensuit& '=e 73,
z

—i e—lZn/S

La transformation cherchée egb f. La matrice associée est le produit

((—\/éjli)/z iE }(I; _—IEJ



N . Az+
Apres calcul, on trouve comme transformaiz' = c
z+

A=(1++/3)/4+i (3+/3)/4
B=(1-+/3)/4+i(/3-3)/4
C=i(l-+/3)/2
D=i(1++/3)/2

2) Visualiser la nouvelle configution d’empilements de cercles.

Il suffit d’appliquer la transformation précédemtex cercles de Ifigure 2ci-dessus, ce qui donne
par programme légure 4

Figure 4: La nouvelle configuration de cercles d’Apollon

3) Que peubn en conclure I'on se place en géométrie hyperbolique dans lejudisde
Poincaré ?

Le disque unité est maintenant le disque de Paioelr les cercles euclidiens d'Apollon
deviennent des cercles hyperboliques ou des hdesyica transformation de Mobius faisqpasser
des 3 pointgy aux pointsa’y (qui se succédent dans le méme ordre) est alorssaneétrie positive
transformant les cercles tangents en cercles t&g@ela entraine que toutes les configurat
d’Apollonius sont isométriques en géométrie frbolique.

3. Le théoreme de Descarti

Considérons quatre cercl€g, C,, C,, C; dont chacun est tangent aux trois auiet de rayons; (i

de 0 & 4).
Lorsque les 4 cercles sont tangents extérieureron a alors cette relation :
1. 1 1, 1 1,1, 1 1
(—+=+=+5)2 =2(S+5t—5+—
o T Ty T3 o T Ty T3

Lorsque les trois cercle€, C;, C, sont tangents extérieurement et le cerC, tangent
intérieurement avec lésois autres, cette relation devi :
(1 +£+_1__1)2 = 2(_:2 +_1'+_1'+_1')
o Ty Ty T3 for I Ty I3
En appelant courburg I'inverse du rayorr;, et en lui ajoutant usigne + si le cercle concerné ¢
tangent extérieurement aux autres— si le cercle est tangent intérieurement, les deuwndles s¢

réduisent a une seule :
(p+ta+a+a)=2(a'+ &+ a'+ &)




Cette propriété a été trouvée par R. Descarte$48. Elle équivaut & la formule suivante, ou I'on
isolea, pour I'avoir en fonction des trois autres, soit

g =ay+a+at2/aat gat 33 ouencored,+a+a-a)’ =4(jat yat+ aa)

En effet, partons déa, + & + a,+ a)° =2(a; + & + &+ &) et développons :
g’ +(+a+a) +2a(at at =2 &+2(g+ 4+ )

8’ ~2@+at+ a)a-(at at @)’ +2(F+ g+ g)

3’ +2a+at+y)ata+ &+ 3 -2(aar aar 39=0

Le discriminant réduid de cette équation eq est égal a

(@+a+a) -(a°+a’+ a)+2aa+r aa+r 39=4(3F 3% a)

L’équation admet deux solutions (on savait déjal gLa deux solutions) :

B=gptat 5‘2”—’2\/3031+ yat ag ou (@ +a+a-a)’=4(aat aat 39. lly abien
équivalence entre les formules initiale et finale.

Exemples

Si I'on part de trois cercles tangents extérieurgmie existe toujours deux cercles qui leur sont
tangents. Par contre, si I'on part d'un cercle ebght les deux autreay(< 0) de rayoR, = — 1Ay, il
est nécessaire quR < Ry, soita; > —ay, et queR; + R, < Ry, soit 1A, + 1/a, < — lhkg, oua; + a, <
—aya, / @, Ou encoregya, + a,a,+ 88,20, ce qui assure I'existence de la racine carrda temule
précédente. Ces contraintes sont vérifiées darextaples qui suivent, ou I'on applique la formule

« A partir des trois cercles de courbures — 1, Pn2rouve les deux cercles de courbures 3 et 3.

« A partir des courbures — 1, 2, 4, on trouve lasxdeercles de courburést 2«/5.
« A partir des courbures — 6, 11, 14, on trouvedlmsx cercles de courbures 15 et 23.

3.1. Démonstration de la formule de Descartes

Nous allons démontrémue

(@ +a+a-a)’ =4(aa+ a3+ 3, soit

1.1 1 1,_,,1 1 1, . . -
(=+=+—=-2-)" =4(—+—+—) sile quatrieme cerclg; est tangent extérieurement ou
o I Ty T3 gy Moo Iy

1.1, 1, 1 1 1 1, . . o
(—+=+=+)2 =4(—+—+—) sile quatriéme cerclg; est tangent intérieurement.
o M Ty T3 s Moo My

1 1 1 . , , . .. .
PosonsS= — +—+— Utilisons les résultats trouvés dansxBrcice 1 avec l'inversion de

fofy g2 Tho
cercle centré e@® et de rayon 2,, ainsi que les choix que nous avons faits sur lede® On connait
I’ , rayon du cercl€’, inverse deC, ainsi que son centr&’f, y'») :

Fo=ry(rg+ry)/ryety’, =ry(r,—ry) /r,. Grace aux formules d’'inversion, on en déduit

3 Sur I'histoire de ce théoréme et ses prolongementgourra consulter [PEL2014].

* La méthode par inversion que nous utilisons itipesposée dans [SAR2009] et reprise dans [LAG2011]
Mais chez ces auteurs elle ne traite en fait quadeparticulier ou les deux cerclgset C, ont le méme rayon,
puisqu’il y est supposé que les droi@g etC’; ont pour équatiog= + 1.



4r2r 2(r, =r)? 12+ )2 3
r, =0 2 auecD = x',2+ y', 2~ 1',2 = X' 2+ 0 (12 0 _ o(rl2 0 =X'22—Z{—0.
[D| 9 r n

Comme on peut considérer les trois cerflg<C;, C, tangents extérieurement, on a vu gliyeeut
Aty Aot y)

3
R : : r :
étre pris quelconque mais avgl;2 >4-% . Alors D| =D. Finalementr, =
r

3 2 3
, r rx', =4
1 x,2-4l0 11X 0
I
1,1 11t 1 rx A A 4 X XY
S e S 7 = = 4
fofy, Ido Tho Mgy TTE 0 Tgy 4ryry 40Ar1 4of‘l Ao

Prenons maintenaf = (i +1+—1¢—1)2selon les deux cas possibles.

o T Ty I3

avecD = x>+ y',2 - r',°

1
Onavuque-=—

rh 4T’
* Choisissons d’abord le cerc{& tangent extérieurement aux trois autres, et irvdtscercleC’s

H A A H 1 |Dl| 1 2 v 2 v 2 1 T 2 1 2 v 2 4]
situé a droite d€,: ona —=————avecD'=X'"+ y';"=r'y" = (X', + 2r',)) "+ y', = 1'%, cary's =

r3 AT’y
] I ] ] ST Z o y N 1 Dl
y'a,etrs=r, etD’ >0 carO est a I'extérieur du cercles, d'ou — = -
r3 4T,
1 1 _D-D'_x?-(xp+2ry)  Aryxm A X Xt try)
Loy AT a0t 4f r o re,
i_,__l 11 _rgtr rXirglotr ) rf ot ) X oF ) X5
fo I I 'z T'phy oty rots Fof 4 Mo
|2
. X .
FinalementS’ = (£+—1 PEE SN — etl'on abiers’'=4S
fo Iy Iy I'3 o

* Choisissons maintenant le cerg tangent intérieurement aux trois autres, et irevelts cercle

C’; situé a gauche d€’,. On ai: “2 |

3 4ryr’

avec D'= XI32+ y|32_ r|32 — (Xuz_ 2r |2)2+ y|22_ r|22.

. g 1 _ -D'
Dans le cas présent, le potest a I'intérieur du cerclé; etD’ < 0, d'ou— = o
3 4l

I2
. Le calcul ne change pas, ®t= (i +1+—1+—1)2 = X—4 On trouve encore
‘ r

o i Iy I3 fo

. On en déduit

rs,

\

2.2. Configurations de Descartes et cercles d’Apolhius a courbures
toutes entiéres

On appelle configuration de Descartes une conftgurale quatre cercles dont chacun est tangent
aux trois autres. Appelors, b, ¢, d les courbures de ces quatre cercles. On sait guél deux
configurations possibles, celle ou les cercles tmgents extérieurement, et ou tousads, ¢, d sont
positifs (ou nuls), et celle ou un cercle est tamgeatérieurement aux autres, avec I'une des caegu
négative et les autres positives. Comme l'ordrgone pas, nous décidons d'écraeb, ¢, d dans



I'ordre croissant. Cela impose< 0< b < c < d. On sait aussi que les quatre nomlags, c, d sont
solutions de I'équation :

(a+b+c+d?=2(d+ B+ ¢+ o)

Remarquons qu’en multipliant ces quatre nombresipaoefficient, I'équation reste vérifiée. On
va donc ne traiter que les cas ou le pgcd desegnambres vaut 1. Ces configurations sont appelées
primitives. A partir de I'une d’elles on en a uméinité d’autres qui s’en déduisent par homothetes
gui donne la méme forme globale a un grossissepréat

Enfin, on ne va s'intéresser ici qu'aux configusas
primitives de Descartes formées de quatre nombrésre.
I en existe, et 'on en conait déja deux, renceedr
précédemment, soit (0, 0, 1, 1) et (- 1, 2, 2JIF'agit de
configurations initiales a partir desquelles nousgons
constuits nos empilements infinis de cercles taufobés
dans un cercle frontiére, voire deutf. (figure ci-contrg Ce qui est remarquable, c’est que l'infinité
des cercles obtenus vont tous étre a courburerenééc’est ce que nous allons veérifier dans dée qu
sulit.

On a besoin de la propriété suivante :

Sia, b, ¢, d est une configuration de Descartes, atoi ¢, d avecd’ =2 @+ b +¢) —d est auss
une configuration de Descartes.aSb, ¢, d sont des entiers, aloash, ¢, d’ sont aussi des entiers.

Ce que l'on a fait en gardaaf b, ¢ et en modifiand peut aussi étre fait en gardantb, d et en
modifiantc, ou en gardard, ¢, d, oub, ¢, d. Ainsi quatre transformations sont possibles.

Il s’agit d’'une conséquence immédiate du théorémeDdscartes. On a vu qu’a partir de trois
cercles tangents de courbwaed, ¢, on en trouvait toujours deux autres de courloueed’ avecd, d’

égaux aa+ b+ cx 2y ab+ ac+ bc, doud+d =2@+b+c).
2.2.1. Configurations initiales

Prenons une configuration initiale de Descartescay b, c, d entiers eta, b, ¢, d dans l'ordre
croissant, cette configuration étant primitivet ggjcd@, b, ¢, d) = 1. On distingue deux cas :

*soita<0ethb, c, d>0, comme par exemple (-1, 2, 2, 3). Alars b + ¢ +d > 0. En effet la
formule de Descartes peut s'écriee<(b)? + (c —d)? = (a + b) (c + d).” Avec @—b)* + (c—d)?*> 0 etc
+d>0,onaa+b>0,doua+b+c+d>0.

*soita=0, eth, c,d > 0. Sib= 0, on a forcément = d, la formule de Descartes est toujours
vérifiée, et la seule solution primitive est 0101, eta+b+c+d>0. Sib>0,onaaussi+b+c+
d>o0.

® Partons de la formule de Descart¢a+ b+ c+ d>=2(&+ B+ &+ o). En développant,
a?+b*+c?+ d°-2ab-2ac-2 ad- 2 be 2 bet 2 cd (

a®+b’-2ab+ ¢+ f-2cd=2ac 2 ad 2 be 2 bd

(@a-b)*+(c-d*=2(a+ h(c+ g



Dans tous les cas, la configuration initiale efietquea + b + ¢ + d > 0. Cela ne suffit pas a
caractériser une configuration initiale (aussi &peacind. Par exemple la configuration -1, 2, 3, 6
est aussi telle qua+b+c+d>0aveca<O0etb, c,d> 0, mais ce n'est pas une configuration
initiale qui elle correspond a une sorte de coméigan minimale en terme de courbures. Nous verrons

plus tard la définition précise de cette configioratinitiale ou racine. Les exemples suivants vont
permettre de mieux comprendre.

2.2.2. Cercles d’Apollonius obtenus a partir de laonfiguration (-1, 2, 2, 3)
Numérotons 0, 1, 2, 3 les cercles initiaux. A [ftd apparaissent 4 nouveaux cercles :

«Le cercle 4 est tangent a 0, 1, 2, avec le cerdga&tangent & 0, 1, 2. La courbure du cercld 4 es
doncd=2@+b+c)-d=2(-1+2+2)-3=3.

« Le cercle 5 est tangent a 0, 1, 3, avec le c@rdéa tangent a 0, 1, 3. La courbure du cerct 5 e
c=2@+b+d-c=2(-1+2+3)-2=6.

« Le cercle 6 est tangent a 0, 2, 3, avec le cdrdéja tangent & 0, 2, 3. La courbure du cerclet 6 e
b'=2@+c+d)-b=2(-1+2+3)-2=6.

« Le cercle 7 est tangent a 1, 2, 3, avec le cérdéja tangent a 1, 2, 3. La courbure du cerct 7 e
a=2pb+c+d)-a=2(2+2+3)+1=15.

Ainsi, a partir des 4 cercles 0, 1, 2, 3 de la igurnhtion de Descartes -1, 2, 2, 3, on a les passag
-1,2,2,3—» -1,2,2,3

-1,2,23 —> -1,2,3,6

-1,22,3— -1,2,3,6

-1,2,2,3— 2,2,3,150ul'on a souligné le terme qui cjean

Passons a I'étape 2, ou chacun des 4 cercles présa@bnnent seulement trois nouveaux cercles.

Numérotons 8, 9, 10 les trois cercles autour daleer, lui-méme tangent & 0, 1, 2, ces 4 cercles 0,
2, 4 correspondant a la configuration — 1, 3.2)n a comme précédemment les 4 passages

Loy

-1,2,2,3—+-1,2,2,3
-1,2,23—> -1,2,3,6
-1,22,3— -1,2,3,6
-12,2,3—> 2,2,3,15

Mais on ne prend pas le premier passage ou leecérest remplacé par I'autre cercle tangent a 0,
2, soit le cercle 3 (de courbure 3). Les cer8leék 10 ont les courburres 6, 6, 15.

Loy

Numérotons 11, 12, 13 les trois cercles autouredde 5, lui-méme tangent & 0, 1, 3, ces 4 cercles

0, 1, 3, 5 correspondant a la configuration — B, 5. On a les 4 passages
-1,2,3,6-5-1,2,2,2
-1,2,36 - -1,2,6,11
-1,23,6 > —1,3,6, 14
-12,3,6> 2,3,6,23
Les cercles 11, 12, 13 ont pour courbure 11, 14|l 28 est de méme pour les cercles 14, 15, 16.

Restent les cercles 17, 18, 19, autour du cerhleriiéme tangent a 1, 2, 3, soit la configuration 2
3, 15 figure 5. On a les passages

»

2 2
,23,15— 2,3,

® Cette dénomination est notamment utilisée dansAZBR1].
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2,2,3,15— 2,3,15, 38
Les cercles 17, 18, 19 ont pour courbure 35, 38, 38

Et ainsi de suite aux étapes suivantes, ou chaesircercles précédents donnent naissance a trois
cercles. Sur les quatre passages possibles, ome&lg@lui qui donne la plus petite somee b + ¢ +
d, ou encore celui ou I'on passe d’'une somme a amere plus petite. Cela est di au fait que chaque
nouveau cercle a une courbure plus grande (un rpigenpetit) que ceux dont il vient. On dispose
ainsi d'un algorithme permettant de calculer pregngeement les courbures des cercles d’Apollonius.

L3, b

Figure 5: Cercles d’Apollonius, ceux obtenus obtenus awrsaes deux premieres étapes ayant
leur numérotatiorn noiret leur courburen rouge

On constate aussi qu’'a partir de la configuraitaitiale primitive, toutes les configurations de
Descartes sont primitives. En effet, supposonsitdigurationa, b, ¢, d primitive. Lors du passage
elle devient, b, ¢, d’ = 2@@ + b + ¢) —d. Si cette nouvelle configuration n’était pas ptivé, on aurait
a=ka,b=kb,c=kc etd =k d’=2 ka +kb’ +kc’) —d, etk diviserait aussil, la configuration
a, b, c, d ne serait plus primitive.

Enfin, sur les quatre transformations possiblearéirgd’'une configuration, I'une d’elles permet un
retour arriére, celle ou le nouveduest inférieur a I'ancien. Ainsi a partir d’'une figaration de
Descartes quelcongue, on peut remonter a la coafign initiale. Par exemple :

2,15, 35, 102> 2, 2, 15, 35 (car 102 est remplacé par22, 2, 3,15—»-1,2,2, 3> -1, 2, 2,
3 et I'on s'arréte quand le plus grand terme neirtdia plus : on vient d’'obtenir la configuration
initiale — 1, 2, 2, 3 avec son premier terme négati

Exercice 3 : Cercles d’Apollonius a partir de la sfiguration 0, 0, 1, 1

Déterminer les courbures des cercles d’Apolloniass I[des premiéres étapes de leur
construction a partir de la configuration initiat® 0, 1, 1.

Partons des 4 cercles numeérotés 0, 1, 2, 3 ( @&int des droites) de configuration 0, 0, 1,
1 pour les courbures. A I'étape 1, le cercle 3restplacé par le cercle 4 de courbure 1, le
cercle 2 est remplacé par le cercle 5 de courbutesicercles 1 et 0 sont remplacés par les
cercles 6 et 7 de courbure 4, soit :

0011-0011

0011—-0011
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001150114
0011-01114

A I'étape 2 sont créés trois cercles 8, 9, 10 autioucercle 4 tangent a 0, 1, 2, trois cercles
11, 12, 13 autour de 5, trois cercles 14, 15, l®ouaude 6 et enfin 17,18, 19 autour de
7 (figure 6):

0011—- 0011 (onretourne au cercle 3)
0011—-0011 cercle 8de courbure 1
0011—- 0114 cercle9de courbure 4
001150114 cercle 10 de courbure 4

Il en est de méme pour les cercles 11, 12, 13.
Traitons maintenant les cercles 14, 15, 16 :
01140011 (onretourne au cercle 1)
0114—-0149

01140149

011411412

Il en est de méme pour les cercles 17, 18, 19.

Figure 6: Cercles d’Apollonius obtenus lors des deux pezas étapes de construction, aeec
noir la numeérotation des cerclesget rougeeur courbure.

En continuant, on trouverait des cercles de coedblib, 25, 28 autour des cercles de courbure 9, et
des cercles de courbures 24, 33, 33 autour delesele courbure 12.

2.2.3. Cas géneral
Les exemples précédents se généralisent. Une oeatfign de Descartes initiale primitive, a&ec

b, c, d entiers, écrite dans 'ordre croissant asec 0<b<c<deta+b+c+d>0, se définit
précisément comme étant celle celledbest supérieur ou égabdaPar exemple :

-1,2,2,3—-1,2,2,3 et -1, 2, 2, 3 est une configaratnitiale.
-6, 11, 14, 15— -6, 11, 14, 23, et -6, 11, 14, 23 est une cordigan initiale.

Avecd =2@+b+c)—d, le fait d’avoird’ > d équivaut &a + b +c>d.

Les regles de passage permettent alors d’obtenmiredoles configurations a partir de la
configuration initiale. Et toutes ces configuras@ont non seulement entieres mais primitives.

Inversement, a partir d’'une configuration, on peaionter a la configuration initiale. Par
exemple :

-6, 14, 123, 19 -6, 14, 71, 123> -6, 14, 35, 71 -6, 14, 15, 35» -6, 11, 14, 15— -6, 11,
14, 23. La configuration initiale est celle datteint son minimum, soit -6, 11, 14, 15.
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2.2.4. Nombre de configurations initiales

On sait que poua = 0, il existe une configration initiale unique@®, 1, 1. Poura < 0, en posant
a=-n, on a cette formule donnant le nombrén) des configuration initiales :

N(-n) =N I—l (1_M) + 2%(n) —o(n) -1
4 pin p
avecy(p) = (-1)"’2 pourn impair et 0 poun pair
w(n) = nombre de nombres premiers dans
o(n) =1 sin= 2 [4] et O sinon.

Notamment, poup premier impair, on trouve

—1)(P~1)/2
NEp=Pa-E—

- p*3

)+1

si p=1[4 ou

+5 .
pT si p=3[4

On trouvera des démonstrations de cette formules J@&mA2003] et [NOR2002]. Nous nous
contenterons ici de donner le début de la démdimtrde [GRA2003] qui permet de déterminer assez
aisément les configurations initiales.

Reprenons la formule de Descartgs+b+c+d)?=2(&d+ F+ ¢+ of). Comme 2 divise
(a+b+ c+ d)?, 2 divise aussa+ b+ c+ d. On a vu que la formule de Descartes pouvait aésiire

(a+b+c- d?=4(ab+ act by. Nous allons procéder & un changement de variaseposant
d'aborda + b + ¢ —d = 2D car aveca+ b+ c+ dpair, a+ b+ c— dest aussi pair. Le premier membre
de I'égalité précédente devienD4. D’'autre partab + ac + bc = (a + b)(a + ¢) —&7, ce qui nous invite
aposeB=a+b, C=a+cetA=a. Laformule de Descartes devienb4= 4B C—A?), soit

D? + A% = BC et cette équation lui est équivalente puisquedasiiles de passage s’inversent :

A
a

a,B
ADb

a+b,C=a+c,D=(@+b+c-d)/2, ce quis'écrit aussi bien :
B-Ac=C-Ad=-A+B+C-2D

Prenons une configuration initiale : elle doit fiéfria<0<b<c<d,a+b+c+d>0,a+b+c>
d, et elle est primitive. Le fait d’avobr < c devientB < C. Le fait d’avoirc <d donneC-A<-A+B
+C-2D,soit D<B,eta+b+c—-d>0donne ®>0.D'ou

A<0<2D<B<C

Montrons enfin que le pgcd de B, C vaut 1. Si tel n’était pas le cas, on aufaitk A’, B =k B’,
C=k C’, cequidonna=ka’, etave=a+b,b=kb’etavecC =a+c, c=kc'. Alorsk? diviserait
ab + ac + bc, kK diviserait @+b+c+ d)2, k diviseraita + b + ¢ + d, etk diviseraitd. On n’aurait plus
pgcd@, b, ¢, d) = 1. Donc pgcdg, B, C) = 1.

En conclusion une configuration initiale vérifie
D’ +A*=BC

A<0<2D<B<C
pgcd@A, B, C) =1
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Remarquons que cela impose @ie 0 et > <B*<D?+ A’ carB< C, d’'o 3D*< A? etD <
0,58n, en posanf = —n.

Exercice 4 : Recherche des configurations initiales n, b, ¢, d) pourn >0
1) Montrer que pour n = 1 et n = 2, il existe uren@iguration initiale unique.

*n=1.PouD =0,onaB C=1, soitB=1 etC =1, d'ou la configuration initiale{, 2, 2, 3) en
utilisant les relations

a=A b=B-A=B+n,c=C-A=C+n,d=-A+B+C-2D=n+B+C-D.
Comme on doit avoiD < 0,58, soitD = 0, il N’y a pas d’autre possibilité.

*n=2.PouD =0, o0naB=1,C=4 dou la configuration initiale, 3, 6, 7), soiB =C = 2,
mais cela ne convient pas car pggd8, C) = 2 et ce n'est pas une configuration primitivoirD =
1,onaB C=5, ce qui imposB = 1, mais on n'a plus R <B, et I'on n'a pas de solution. Comme on
doit avoirD < 0,58x% 2, soitD < 1, il n’y a pas d’autre possibilité. On a bien wotution unique.

2) Montrer que pour D = 0, il y a toujours au moinge solution, et qu’elle est unique pour n
premier impair.

PourD =0,B C=n’ En prenanB =1 etC = n?, toutes les contraintes sont vérifiées, et I'ama
solution £n, n+ 1,n(n+ 1),n(n + 1) + 1). Lorsque est premier, il existe une seule autre possibilité
B = C =n, mais on n’a plus pgcd(B, C) = 1, et ce n'est pas une solution primitive.

3) Montrer que pour n impair a partir de 3, il es@goujours au moins deux solutions.

On a vu qu'il y a toujours au moints une solutiaupD = 0. Prenon® = 1, alorsn” + 1 =BC.
Puisquen® + 1 est pair, prenorB=2etC= ("’ + 1)/ 2+n=(n+1¥/ 2, etl'on abien D<BetB<
C. On trouve une deuxiéme solutiom(n + 2, o+ 17 /2, i+ 1%/ 2) .

4) Déterminer les configurations pour n =3, n=rbx 7, n = 11 et n =13.

« n= 3. On sait déja que pobr= 0, on a la solution unique (-3, 4, 12, 13). FDur 1, etB C=
10, soitB=2,C =5, et il y a déja la solution (-3, 5, 8, 8) st la seule poud = 1. Enfin on & <
0,58x3,D < 1. Il existe donc deux solutions.

+n=5. PouD = 0, on a la solution unique (-5, 6, 30, 31). Hour 1 etB C=26 =213, ilyala
seule solution (-5, 7, 18, 18). Pdnr= 2,B C= 29, etB> 4, il n'y a pas de solution. Avdg < 0,58%
5,D < 2. Il existe deux solutions.

«n=7.

PourD = 0, on a la solution unique (-7, 8, 56, 57).

PourD =1 etB C=50 = 25x5, il y a déja la solution pod8 = 2 etC = 25, soit (-7, 9, 32, 32),
et un autre cas se présente aé®ec5,C = 10, ce qui donne une autre solution (-7, 12207,

PourD = 2,B C=53, et ave® > 4, rien ne cnvient.

PourD = 3,BC=58 =229 et ave® > 6, il n’ y a pas de solution.

De méme poub = 4,B C=65 =513 etB> 8, il n’y a pas de solution.

On doit aussi avoiD < 0,58x 7 < 4. Finalement on a trois solutions.

«n=11.

PourD =0, on a la solution unique (-11, 12, 132, 133).

PourD =1 etB C=122 = %61, il y a la solution pouB = 2 etC = 61, soit (=11, 13, 72, 72), et
c’est tout.



14

PourD = 2,B C= 125 = 5 5x5, la seule possibilité eBt=5 etC = 25, ce qui donne (-11, 16, 36,
37).

PourD = 3,B C=130 = %5x 13, soitB = 2, mais ave8 > 2D cela ne convient pas, sé@t= 10,
C =13, etl'on a la solution (-11, 21, 24, 28).

PourD = 4,B C= 137, eB = 1 ne peut pas convenir avge 2D.

PourD =5,B C= 146 = 2x 73 etB = 2 ne convient pas.

PourD = 6,B C= 157 et B = 1 ne convient pas.

On doit avoirD < 0,58x11< 6. Finalement, on trouve trois solutions.

+»Nn=13.

PourD =0, on a la solution (-13, 14, 182, 183).

PourD =1 etB C=170 = 2x5 x17. On a trois posibilités po&: 2, 5, 10. PouB = 2,C = 85,
pourB =5,C = 34, et pouB = 10,C = 17. Ces trois valeurs conviennent, donnant éedigurations
(-13, 15, 98, 98), (13, 18, 47, 50), (-13, 23,3K),

PourD = 2,B C= 173,B = 1 qui ne convient pas. Pobt= 3,B C= 178 = 2x89,B = 2 qui ne
convient pas. Poud = 4,B C=5x37,B =5 ne convient pas. Polr=5,B C=194 =2x97,B=2
ne convient pas. Polr = 6,B C= 205 = 5x41,B =5 ne convient pas. Pobr=7,B C=2 x109,B
= 2 ne convient pas. On n'a jam&is 2D.

On doit avoirD < 0,58x 13< 7. Finalement, on trouve quatre solutions.
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