Récurrences par élévation
au carré modulm .
Graphe orienté des trajectoires

Nous étudions ici la récurrengg,; = X, [m], & partir des élémenig de U(m),1 la successioRr,
X1, X2, .. constituant ce que lI'on appelle la trajectaieX,. Nous constaterons que le tracé des
composantes connexes du graphe des trajectoiréterde nombreuses propriétés relatives a la
structure du group®(m), notamment a propos des racines carrées de &asrik, et de leur ordre.
L'étude est d’abord faite poun = p premier, puis elle est étendue au cagnogst une puissance de
nombre premier. Enfin nous passons au cas génarat est un nombre composite, ce qui nous
ameénera a définir une composition d’'arborescerdesas développons plus précisément le probléme
avec son arriere-plan algébriste, tout en dégagkamhécanique algorithmique qui permet de
construire progressivement la floraison des arloereses.

Placons-nous dandg(m), 'ensemble des éléments inversibleszd®Z ou I'on pratique I'itération
répétéex'= x2 a partir dex, donné, ce qui donne une trajectoire en formg.den faisant de méme
pour chaque élémerg de U(m), on aboutit a un graphe de toutes les trajedpit®u ressortent les
composantes connexes. On distingue plusieurs oamsiles valeurs dm.

1. Premier cas m est un nombre premier impairp

1.1. ArborescencdJ de 1
« 1 est le seul point fixepuisque I'équation = x n'admet que 1 pour solution dad§p).”

* Les trajectoires convergeant vers le point fixe 1ofment un arbre binaire avec un tronc,
ayant a étages et 2élémentsa étant tel quep—1=2%xh avech impair. Chaque étagee a partir
de I'étage 1 compte 2 *'éléments.

Intéressons-nous aux poimltgonvergeant vers ce point. L’élément 1 posséde detécédents
vérifiantx* = 1, & savoir 1 et —1. A son tour —1 admet deux ad&ug ou non selon gu'il est un carré
ou pas.

Pourp de la forme Kk + 3, —1 n’est pas un cafrét I'arborescence de racine 1 se réduit a un seul
étage comportant —figure 1).

1 U(m) est I'ensemble des nombres ramenés maiudai sont inversibles. Il s’agit aussi des élémelets
Zimz={0, 1, 2, ...m— 1} qui sont premiers aven.

2 U(p) est 'ensemble des éléments inversibleZ/p&, soitU(p) = {1, 2, ..., ,p— 1}, 0 étant le seul élément
non inversible d&/pZ

% On applique ce théorémeansU(p) I'équation x" = a admetpgcdn, p — 1) solutions ou aucune selon
p-1

que aP9™ P D =1 ou non Pound =—1 avep = 4k + 3,pgcd2,p—1) =2 et (- Bf *=—1#1.

Ce théoréme est une généralisation du critéralefE Un élémena de U(p) admet deux racines carrées
(avecx’ = a) si et seulement s ®12= 1.
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Figure 1: Arborescence menant a 1, réduite a un tronaqlerp est de la forme &+ 3, par
exemple 3, 7, 11, 19, etc.

Si p est de la formeld+ 1, I'élément -1 situé a I'étage 1 admet deux amigots.. Ceux-Ci
vérifientx* = 1 mais pa® = 1. Comme I'équatiox* = 1 admet quatre solutions, dont deux vérifient

x? = 1, on obtient & I'étage 2 deux noeuds. En éatiga-1= 2* h avech impair, I’équationx2a =1

admet 2 solutions et si I'on prendd’ > a, I'équation x> =1 admet aussi 2 solution.
L'arborescence convergeant vers 1 possede exadt@fridéments.

Si 'on numérote les étages de I'arborescence tir plarI'étage O de la racine, I'étage 1 compte un
élément, I'étage 2 éventuel en compte 2, I'étageehtuel en compte 4, etc. Jusqu’a I'étagm a2°

e € . N y £ , 7 .
éléments, tous ceux vérifiant® =1, et jusqu’a I'étage précédeet 1, on en avait®?, tous ceux

- e-1 ) 2 s e _ .
vérifiant x>~ =1. L'étagee en comporte exactemet’, tous ceux vérifiantx> =1, mais pas

e-1 .. , . ;o . 7z z
x? " =1, ce qui impose que chaque noeud de I'étage infiéde- 1 admet deux antécédentBar
récurrence évidente, il en est ainsi jusqu’au @erétagea. L'arborescence de 1 est un arbre binaire
totalement équilibré, en ce sens que toutes ldliefewe I'arbre sont a la méme hauteur, et il a un
tronc a sa base. Chaque noeud de cet arbre, &itan de sa racine et de ses feuilles, possede deu

antécédentdifure 2.

6 1,7 105 12 3 14
REAW:
2\' /3 5\12/8 4\'.16/13 12\'28/17
58 &8
p=5 p=13 p=17 p=29

Figure 2: Quelgues arborescences de racine 1, lorsquedlmp est un hombre premier de la
forme & + 1. Poup =5, 13 ou 29, I'arborescence possede 2 étagatistque poup = 17, elle en a
4.

* DansU(p), I'équation x" = 1 admet pgcdn, p— 1) solutions, et notamment didivise p — 1, 'équation

x¢ = 1 admet exactementsolutions, notamment®> =1admet 2 solutions lorsque —1=2h.

Cette propriété n'est pas seulement valable pigp), elle s’applique aussi au groupe multiplicatif deorps
commutatif fini, et plus largement & tout group® &iyclique. Nous pourrons I'appliquer plus loimd&)(p*) qui
est cyclique poup premier impair. Cette propriété peut s'exprimerspénéralement ainsi :

Soit G un groupe fini cyclique d’ordre N. L’équation x" = a admetpgcdn, N) solutions ou aucune selon
quea/ PN =1 oy non.

Démonstration: En considérant un génératede G, a peut s’écrirea = g . Chercherx vérifiant X" = a
revient & chercheutel que g"" = ¢', c'est-a-diren u =i [N]. Posonk = pgcdn, N). Si kdivisei, ilya k
solutions. Sk ne divise pas, il n’y a pas de solutions. Le fait qielivisei donne a"/*=g'N/K=gN0/k =7
Par contre sk ne divise pag aV*=g'N'k#1.

® On sait que? = a admet deux solutions ou aucune. Ici elle en a deux
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AppelonsU I'ensemble des élémemtdels que)<2a =1. Cet ensemble forme I'arborescence de 1,
avec ses 2éléments et c’est un sous-groupeld{p). Plus précisément, cette structure établit une
hiérarchie des ordrésles éléments. Ainsi 1 a pour ordre 1, —1 a podieo? & I'étage 1. A leur tour,
les éléments de I'étage 2 ont pour ordre 4, ceulétige 3 ont pour ordre 8, et ainsi de suite j&q
I'étage finala ou les 2 feuilles ont ont pour ordre®2 Autrement dit, les puissances successives d’un
élément feuille décrivent le€ 8léments du groupd.? Chaque feuille de I'arbre est un générateur du
groupeU. On dit que ce groupe est cyclique. Comme souspgraleU(p), U est I'ensemble des
éléments d&J(p) dont I'ordre est une puissance de 2.

1.2. Points cycliques, formant 'ensembl€

Par points cycliques, nous entendons les points ldotrajectoire retombe sur eux. Nous avons
déja vu que 1 est un point cyclique, avec un cgieléongueur 1. On va montrer la propriété suivante

« Avec p —1=2%xh, il y ah points cycliqgues Tous les éléments d’'un méme cycle ont le
méme ordre. Les longueurs des cycles sont cellesdgcles de la permutation créée pat - 2x
dansZ / hZ. Chacun des points cycliques est la racine d’'un hare binaire totalement équilibré
avec un tronc, ayanta étages, a I'image de I'arbre de 1.

Outre le point 1, il peut exister d’autres poingsliques avec des périodes de longueur > 1. Pour
cela considérons I'équatios” = 1 avech impair tel quep —1 = 2* xh. Commeh divisep —1, elle
admet exactememhtsolutions, et celles-ci forment un sous-gro@peeU(p), cyclique’ commeU(p),
ce qui signifie qu'il posséde des générateurs canime deg(h) *°.

Par exemple poys = 31,p — 1 = 30 = 2x15, les éléments tels quec™ = 1 [31] sont au nombre
de 15 et le group€ posséde(15) =¢(3x5) = 2 x4 = 8 générateurs. Par exemple un générateur est
g = 7, et ses puissances succesgifecrivent les 15 éléments du grope

Si g est un des générateurs, formons la syitgf, ¢*, ¢®, g'°,.. ol les exposants doublent & chaque
étape (ces puissances gl@e décrivent pas forcément le sous-groupe, maigeoih recommencer a
partir d’'une autre puissance deetc.). Comme la fonctionx —» 2x [h] est une bijection, 2 étant
premier aved impair, elle provoque une permutation danshz et celle-ci se décompose en cycles.
Si I'on considere que pour chacun de ces cyclgagit d’exposants dg, ceux-ci doublent & chaque
étape et finissent par boucler, et cela corresgmend a la récurrence— X°. Cela prouve que lgs

® 'ordre d'un élément est le plus petit entier positif tel quea” = 1. On dit aussi qua appartient &
I'exposanth.

" On dispose de la propriété suivante sur les srdre
Sia pour ordre h dansU(p), alorsa“ a pour ordre h / pgcdh, k).

Notamment sa a pour ordréh, a* a pour ordré / pgcd2, h). Sih est impaira? a pour ordrd, le méme que
celui dea, et sih est pair, 'ordre de’ esth /2. Lorsqu’un élément posséde deux racines caroédies-ci ont
soit le méme ordre soit un ordre double. Dans degbcence de 1, par récurrence évidente, les éigrdem
étage ayant tous un méme ordre pair, ceux de &&agérieur ne peuvent avoir qu’un ordre pairedliei est
alors le double de celui de I'étage inférieur.

8 par exemple poyr = 13, prenons la feuille ot se trouve 5. Of & 52, 5=8 et 3= 1. Le nombre 5 a
pour ordre 4 et les puissances de 5 décrivent

® Ce sous-groupe est cyclique car il a des génémtbordreh. En effet, si I'ordre maximat’ des éléments
de ce groupe était inférieuhail engendrerait seulementéléments au lieu de.

10y est la fonction d’Euler vérifianp(p) = p — 1, o(p") = p™* (p — 1) pourp premier impair ou pair, et
p(mm) = p(m) (M) lorsquem etm’ sont premiers entre eux.
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pointsc du sous-groupe vérifiant” = 1 [p] sont des points cycliques qui finissent tous negmmber
sur eux-mémesx — x> — x* —..— x. Parmi eux on retrouve notamment le cycle formélpd.a
progression géométrique de raison 2 modiyb@rmet d’obtenir les longueurs de tous les cycles.

Reprenons I'exemple de= 31. La permutation s’écrit :

012345 67 8910111213
0246810121413 5 7 911

1 et elle se décompose en cycles :

0)(1248)(36129) (510) (7 14 13 11). Ensidérant ces nombres comme les exposants d’un
générateur, par exemple= 7, on trouve les cycles associés a la récurnereed [31] de lafigure 3
Remarquons que leg15) = 8 générateurs forment deux cycles de longdiekn effet la progression
géométrigue de raison 2 modulo 15 donne (1 2 £8)cigueur 4.

18 4
P Y ~7 T~ A9~
y 7 14 2 16 5 =25 28 19
€ Y g &~ — 20 &

Figure 3: Les points cycliques formant le groupgourp = 31.

D’autre part tous les éléments d’un méme cycldeméme ordré! mais il peut y avoir plusieurs
cycles pour des éléments de méme ordre, commd’'daemple précédent.

Nous avons ainsi trouvé points cycliques (en comptant 1). Il reste a peswy’il 'y en a pas

d’autres. Soitc un point cyclique autre que 1 et qui véritfe=1. L’équation x =c admet 2
p-1
solutions puisque 2 =c¢" =1 [p] .

Plus précisément, 'équatiod= ¢ admet deux solutions, et ainsi de suite jusqu’@fixsolutions

de x* =c. Sur les deux solutions de I'équatish= c, une et une seule est extérieure au cycle,
notons-lac;.

Lorsque p est de la formelk + 3, on en reste 1a, et chaque élémertun cycle posséde une
excroissance a un seul étage.

Prenons maintenanp de la forme & + 1. A son tour I'équation* = ¢ admet 4 solutions, dont
deux et deux seulement ont leur carré qui affiigure 4. Par le méme raisonnement que celui fait
pour I'arborescence de 1, I'arborescence issueait un arbre binaire a partir dg avec un élément
au premier étage, deux éléments au deuxiémet 2 &léments & son dernier étageCela fait un
total de 2 éléments formant I'arborescence issuecdd en est ainsi pour chacun des éléments
vérifiant c"= 1 Cela fait un total de 2x h éléments, ce qui épuise tous les éléments(de Cela
prouve qu'il n'y a pas d’autres points cycliqueg@eux vérifiantc” = 1. Par la méme occasion, on a
prouvé que toutes les arborescences ont la mémteunaa et qu'elles sont des copies de
I'arborescence de 1.

1 Soit b un élément d’ordrl’ (impair) dans un cycle. Les autres éléments diecseht de la forme?’ et
ils ont pour ordreh’ / pged(h’, 2') = h’ aussi.



Figure 4: A gaucheun cycle poup = 4k + 3, a droite poup = 4k + 1, avec des indications sur la
forme des arborescences

Passons maintenant au classement des élémentatdgivaordre. Les éléments cycliques@e
tels quec” = 1 [p] ont tous un ordre impair qui divise et ce sont les seuls puisque leurs ordres sont
tous les diviseurs impairs de— 1. Tous les autres éléments @) ont un ordre pair, sur les
arborescences au-dela de leurs racines cycligueso®s un cycle ou les éléments on un ohdreé\
I'étage 1 se trouvent les éléments d’ordilé @n a vu qu’un élément cyclique a deux racineséass,
dont I'une est sur le cycle, avec l'ordnk et I'autre a I'extérieur d’ordre . Puis a I'étage 2 on a
deux racines carrées pour chaque élément de I'dtamites d’ordre k. Et ainsi de suite, comme
pour I'arborescence de 1. Ainsi, d’'un étage auastives ordres doublent, et les éléments d’ordre
maximal comme multiples d@ constituent les feuilles des arborescences. Not@mh les générateurs
sont les feuilles des arborescences issues desrtlenaycliques d'ordrén (cf. figure 5 pour
I'exemplep =61). D’ou ce résultat :

Sur les arborescences, les ordres des élémentsiip) doublent lors du passage d'un étage a
I'étage supérieur. Les générateurs d&(p) sont les feuilles des arborescences issues dedas/ou
les éléments ont pour ordreh.

17 44

1&50 Q@ 5/

21 P 29
“S14—15 47—48<
10" (M 32

Figure 5: Composantes connexes du graphe des trajectmted = 61, avec en rouge les ordres
des éléments.

Algorithme de recherche des générateurs de U(pstpre p = 4k + 3

Dans ce cas, les arborescences sont de hauteulé. cgules cycles ou les éléments ont pour ordre
h, on a vu qu'un élément a deux racines carrées liorg est son antécédent sur le cycle, et l'autre
est un générateur situé au premier étage. Towggledrateurs s’obtiennent en faisant la soustraction
p — élément cyclique d’ordite

Par exemple poyp = 11,p—1 =10 = X5, il y a 5 éléments cycliques en comptant I3(8) = 4
éléments cycliques d’'ordre 5. Ceux-ci forment unl sgcle, car I'ordre de 2 modulo 5 est justement
4. Il s’agit de 4, 5, 3, 9. Les générateurs sonicdg 8, 6, 2f(gure 6).
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Figure 6: Composantes du graphe ppur 11, ou sont indiqués les générateurt(lel).

Cela donne un algorithme pour déterminer les gémérss Par essais au hasard, on recherche un
élément cyclique d’ordrl. Par la méme occasion on a tous les élémedesce cycle. On en déduit
les générateurs en faisgnt x. Puis I'on recommence s'il existe d’autres cydasdreh.

1.3 Décomposition d&J(p)=U 0O C

e Avec p — 1= 2°xh, l'arborescence de 1 forme un groupe cycliqué&J d'ordre 2% et
'ensemble des éléments cycliques est un groupe lkiyee C d’ordre h. Tout élémentz deU(p) se
décompose de facon unique en produit d'un élémertdeU et d’'un élémenty deC: z = x y Plus
précisémentz et x sont sur un méme étage dans leurs arborescencespectives, etz ety sont
dans la méme composante connexe, celle du cyclesettrouvey.

Quandx décritU et quey décritC, cela fait 2°xh = p —1 produitsxy. Tous ces produits sont
distincts : si I'on avait deux produits égauxy = X’ y’, on auraitx X’ "=y y’ !, un élément d&J
serait égal a un élément @e ce qui n’est possible que pour 1, car les élésnéal) ont un ordre qui
divise Z, c’est-a-dire pair sauf pour 1, et ceux@ent un ordre qui divisé impair, d'ouC n U =
{1}. Ainsix X *=1,x = x et y =y’ Les produitsx y décriventU(p) et sont en correspondance
biunivoque avec les éléments dgp)."

Pourz = x yavecx dansU ety dansC, on a :

22’3 - XZa yZa - y2a

ce qui prouve que ety sont dans la méme composante connexe. Plus prémisésiz est dans
I'arborescence de I'élément cycliqeea I'étagee, y s'obtient en partant de et en faisant marche

arriére dee crans dans le cycle. Notoes I'étage ou se trouve. Alors z2 = X y* = y? puisque
z? doit étre un point cyclique. Comme® =1, il s’ensuit quee’ < e Silon avait e’ <e, on

e -1 e-1 e1 e-1 e-1
auraitz” = X y2 = y2 et Z° serait cyclique, ce qui n'est pas le cas. Déoe e.

Exemple pour p = 61

Prenons I'élémert = 8. En s’aidant de lagure 5ou sont représentées les trajectoires, on constate
quez est & I'étage 2, et qu'il dans I'arborescence’@érhent cyclique 9. Avez=xy, 7' = x* y* = y*,
on trouvey en faisant marche arriére de deux crans a pa&®, doity = 34. A son tourx est a I'étage
2 sur I'arborescence de 1. On trowve 11. Finalement 8 = X34 [61]. On trouverait de méme 3 =
60 x58.

« Pour tout zde U(p), Z' appartient aU, zetZ étant dans le méme étage.

Z'= (xy)"=x" y" = x" d’'ou Z' est dandU. Ainsi le fait d’élever un élément & la puissatcke
transporte dans I'arbiig. Notonse I'étage dez et e’ I'étage de’ .

2 Finalement le groupe multiplicatif(p) est isomorphe au groupe addifif2’Z x z/hZ
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2% =¢ (élément cyclique), do® " = (zh)ze =1, l'ordre deZ" divise Z, d'ou e’ <e.D’autre

¢ ¢ 2¢ o . .
part (2")? =(Z )" =1, 2° appartient & un cycle d’'o&’ >e Finalement' = e,
e Zza pour ordre le produit des ordres dex et dey.

Commez = x y, za comme ordre le ppmc des ordresxdety, c’est-a-dire ici le produit de leurs
ordres. Comme les ordres doublent lors du passageéthge de I'arborescence de 1 au suivant, on
retrouve le fait qu'il en est de méme sur toutesdeborescencekes élémenty des cycles ont un
ordre qui diviseh, et pour chaque divisetir deh, il y a ¢g(h") éléments d’ordrd?’. Remarquons aussi
que les feuilles des arborescences sont évidemimenion-carrés, vérifiard”>? = — 1, avec les
générateurs parmi eux. Tous les autres élémentdeiarrés, vérifiant®>? = 1. Commez et 2"
sont au méme étage, le fait qusoit un carré équivaut au fait gdeest un carré.

1.4. Programmation
1.4.1. Tracé des trajectoires avec leurs composacpanexes lorsque p est de la forme 4k + 3

Il s’agit du cas le plus simple puisque les arbogases n’ont qu'un étage. Nous ne donnons ci-
dessous que le programme en mode texte. Sa camvensimode dessin donne des résultats comme
ceux de ldigure 7. On commence par I'arborescence de 1, dans le eyohéro 1. Puis on prend des
éléments au hasapk1] qui n'ont pas déja été traités, ceux tels da@vupx1]] est a 0. A chaque
fois, on détermine la trajectoire ge{l], en mettant ses élémentgidjavy] = 1, en enregistrant la
longueur de la période corresponddptriodgncyclgd du cycle numéracycle et I'indice d’entréée
qui vaut soit 1 soit 2. Dans chacun de ces deuyassibles, on détermine aussi les feuilles assscié
au cycle, que I'on met dejavd] = 1. On répete cela jusqu’a ce que tous les érdgsndeU(p) soient
placés dans les arborescences, grace a la vanllgjei compte le nombre des éléments placés dans
les arrborescences a chaque étape, finissanttpardaep — 1.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#define p 43 /* autres tests : 32911 32939 32887*/
void f(int jj);

int px[10000],Iperiode[600],nb,cycle[600][10000]yute;
int dejavu[p+1],feuille[600][10000],nb;

int main()
{intij,ie;
srand(time(NULL));
printf("%d \n\n",p); if (p%4 ==1) exit(0);
cycle[1][1]=1; ncycle=1;/* arborescence de 1, dans cycle[1] */
Iperiode[1]=1; dejavu[1]=1; dejavu[p-1]=1; nb=Ruille[1][1]=p-1;
printf(" cycle 1 : 1 feuille %d ",feuille[1][1])
ncycle++;
do [* autres arborescences */
{ do px[1]=rand()%(p-3)+2; while(dejavu[px[H¥1); /* point de départ pris au hasard */
f(1); i=1;
for(;:)
{i++;
f(2%i-2); f(2%i-1);
if (px[i]==px[2*i])
{ Iperiode[ncycle]=i; break;}
}

if (px[1]==p - px[1+Iperiode[ncycle]]) ies2lse ie=17* deux cas selon 'indice d’entrée ie */
if (ie==1)
{ printf("\n\n CYCLE %d : ",ncycle);



for(j=1;j<=Iperiode[ncycle];j++)

{ cycle[ncycle][jl=px[j]; dejavufxj]]=1; /* les points du cycle */

printf(" %d ", cycle[ncycle]}j]

}
for(j=1;j<=Iperiode[ncycle];j++)

{ feuille[ncycle][j]=p - px[j-1#deriode[ncycle]]; dejavu[feuille[ncycle][j]]=1;}
printf(" feuilles : ")y* feuilles associées au cycle */
for(j=1;j<=Iperiode[ncycle];j++) prtf( " %d",feuille[ncycle][j]);
nb+=2*periode[ncycle];
ncycle++;

else if (ie==2)
{ printf("\n\n CYCLE %d : ",ncycle);
for(j=2;j<=Iperiode[ncycle]+1;j++)
{ cycle[ncycle][j-1]=px[j]; dejay{px[j]]=1;
printf(" %d ", cycle[ncycle]fi});

for(j=2;j<=lIperiode[ncycle]+1;j++)
{ feuille[ncycle][j-1]=p - px[j-tIperiode[ncycle]]; dejavu[feuille[ncycle][j-1]]=2;
printf( " feuilles : ");
for(j=1;j<=Iperiode[ncycle];j++) prtf( " %d",feuille[ncycle][j]);
nb+=2*periode[ncycle];
ncycle++;
}
}

while(nb<p-1); /* on recommence jusqu’a ce que tous les élémeigatdraités */

printf("\n\n %d CYCLES :",ncycle-1);

for(j=1;j<ncycle;j++) printf(" (%d : %d)", j, lpriode[j]); /* affichage de la longueur de chaque cycle */
getchar();return O;

}
void f(int jj) /* successeur d’'un élément jj */
{ px[ij+1]=px[il*px[il;
while(px[jj+1]<0) px[jj+1]+=p; while (px[jj+1p=p) px[jj+1]-=p;

}
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Figure 7: Exemples de trajectoires lorsque 4k + 3
1.4.2. Tracé des composantes connexes lorsquede ésforme 4k + 1

Les arborescences issues des cycles ont touteénee mombre d’étages, au moins égal a 2. Le
programme qui suit donne les résultats diglare 8

#include <SDL/SDL.h>

#include <SDL/SDL _ttf.h>

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#include <math.h>

#define p 61

#define L 37

void afficher(int i);

void arbrel(int i,int e);

void arbre (int q,int e,float angle);

void dessincycle(int nc);

void pause(void);

void putpixel(int xe, int ye, Uint32 c);

Uint32 getpixel(int xe, int ye);

void circle( int xo, int yo, int R, Uint32 couleyr)

void line(int x0,int y0, int x1,int y1, Uint32 c);

SDL_Surface * screen;

Uint32 white,black,red;

SDL_Surface *texte; SDL_Rect position;TTF_Font lfpe=NULL;char chiffre[2000];
SDL_Color couleurnoire={0,0,0};

int x,succ[p+1],feuille[p+1],Iperiode[100],nb,px[fA}cycle[100][100];
int feuil[p+1],nbfeuilles, nbcycles,dejavucycle[8l§g,nbetages;
int antec1[100],antec2[100],dejavufeuille[100],laegrcycle[20];
int xorig,yorig,R[20];

int xx[p+1],yy[p+1];

int main(int argc, char ** argv)

{inti,jk,ie;
SDL_Init(SDL_INIT_VIDEO);
screen=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_ HWSURE/SDL_DOUBLEBUF);
white=SDL_MapRGB(screen->format,255,255,255);
black=SDL_MapRGB(screen->format,0,0,0);
red=SDL_MapRGB(screen->format,255,0,0);
SDL_FillRect(screen,0,white);
TTF_Init(); police=TTF_OpenFont("times.ttf",20)

for(x=1;x<p;x++) feuille[x]=1;



for(x=1;x<p;x++) {succ[x]=x*x; while(succ[x]>=p) stc[x]-=p;
feuille[succ[X]]=@ntecl[succ[X]]=x; antec2[succ[X]]=p-X;

/* les feuilles ne sont pas les successeurs démeht */
i=0;
for(x=1;x<p;x++) if (feuille[x]==1) {feuil[i++] =x; }
nbfeuilles=i;
x=p-1; ie=1;
while (x!=0)
{ie++; x=antec1[x];}
nbetages=ie-1;
[* arbre de 1 */
xorig=50+30*nbetages;yorig=100+40*nbetages;
xx[1]=xorig;yy[1]=Yyorig; afficher(1);
xX[p-1]=xorig;yy[p-1]=yorig-L;afficher(p-1);
line(xx[1],yy[1],xx[p-1],yy[p-1],red);
arbrel(p-1,nbetages-1);
dejavucycle[1]=1;
/* Autres cycles et leurs arborescences */
nbcycles=0;
for(k=0;k<nbfeuilles/2;k++)
{ x=feuil[K]; if (dejavufeuille[x]==0)
{ px[0]=x;
i=0; flag=0;
for(;;)
{ px[i+1]=px[i]*px[i]; while(px[i+1]>=p) px[i+1] -= p;
for(j=i; j>=0; j--) if (px[i+1F=px[i])
{Iperiode[px[0]]=i+1-j;flg=1; break;}
if (flag==0) i++;
else break;
}
if (dejavucycle[px[ie]]==0)
{ nbcycles++;
for(i=ie;i< ie + Iperiode[x];i4tcycle[nbcycles]i-ie]=px][i];
longueurcycle[nbcycles]=Iperipde
xorig+=250; if (xorig>700) { xig=150;yorig+=230;}
dessincycle(nbcycles);
for(i=0;i<longueurcycle[nbcyc]gs+)
{dejavucycle[cycle[nbdgs][i]]=1; }

}
}
SDL_Flip(screen);pause(); return 0;
}

void afficher(int i)

{ sprintf( chiffre,"%d",i);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffrajturnoire);
position.x=xx[i]; position.y=yy[i]-10;
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position)

void arbrel (inti, int e)
{if (e!l=0)

{ xx[antecl][i]]=xx[i]-10-7*e*e; yy[anteci]]=yy[i]-L;
xx[antec2[i]]=xx[i]+10+7*e*e; yy[antedB]=yy][i]-L;
afficher(antec1]i]);afficher(antec2]i]);
line(xx[i],yyli],xx[antec][i]],yy[antec]i]],red);
line(xx[i],yy[i],xx[antec2[i]],yy[antecH]],red);
if (e==1) {dejavufeuille[antecl[i]]=1;¢vufeuille[antec2[i]]=1;}
arbrel(antecl[i],e-1); arbrel(antec2fi);
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}

void arbre(int g, int e,float angle)
{ float anglel,angle2;
if (e!=0)

{ anglel=angle +0.7; angle2=angle-0.7;
xx[antecl[q]]=xx[q]+(L+10)*cos(anglel)yy[antecl[q]]=yy[q]-(L+10)*sin(anglel);
xx[antec2[q]]=xx[q]+(L+10)*cos(angle2)yy[antec2[q]]=yy[q]-(L+10)*sin(angle?2);
afficher(antec1[q]);afficher(antec2[q]);
line(xx[q],yy[q].xx[antec1[q]].yy[ante¢d]],red);
line(xx[q],yy[q].xx[antec2[q]].yy[ante¢q]],red);
if (e==1) {dejavufeuille[antecl1[q]]=1;@vufeuille[antec2[q]]=1;}
arbre(antecl[q],e-1,anglel); arbre(&2{tgee-1,angle?2);

}

void dessincycle(int nc)
{ float angle; int j,Ic,ant1;

Ic=longueurcycle[nc];

R[nc]=8*Ic;

for(j=0;j<Ic;j++)

{ angle= -2*M_PI/ (float)longueurcycle[nc]*(j)xM_PI/2.;
circle(xorig,yorig, R[nc],red);
xx[j]=xorig+R[nc]*cos(angle); yyl[j]=yorig-Rc]*sin(angle);
sprintf( chiffre,"%d",cycle[nc][j]);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffrajurnoire);
position.x=xx[j]-5; position.y=yy][j]-6;
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position)
ant1l=p-cycle[nc][(j-1+Ic)%lc];
xx[antl]=xorig+(R[nc]+L)*cos(angle); yyl]=yorig-(R[nc]+L)*sin(angle);
line(xx[j],yy[j], xx[ant1],yy[ant1],red);
sprintf( chiffre,"%d",antl);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffrajurnoire);
position.x=xx[ant1]; position.y=yy[ant1]-6;
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position)
arbre(antl,nbetages-1,angle);

}
SDL_Flip(screen); pause();
}
; L
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Figure 8: Exemples de trajectoires lorsque 4k + 1
1.4.3. Recherche des racines carrées

Si p est de la formeld+ 3, les éléments des cycles sont les carréseldges des arborescences,
toutes a l'étage 1, sont les non-carrés. Une racareéer d'un élément cycliguez est son
prédécesseur sur le cycle correspondant et I'astréa feuille associge—r. Il suffit de déterminer la
trajectoire dez par élévations au carré, les éléments étant nms i@atableayx] & partir de I'indice
1, et d’en déduire la longuelpreriodede la période et I'indice d’entrée dans le cycle. Se vaut 2,z
n'a pas de racine carrée, etesvaut 1, on a facilement les deux racines carrées.

Sip est de la formeld+ 1, on commence par écripe- 1 = 2 h avech impair, avea donnant la
hauteur des arborescences. Puis on fait la trajecte z comme précédemment, pour avoir la
longueurlperiode de la période la plus courte, et I'indice d’entiéalans la boucle, ce qui permet
aussi de connaitre a quel étage se trau®ez est a I'étage, z est un non-carré. Sinon c’est un carre,
dont on va chercher les racines carrées. On utlses le fait que tout élémentde U(p) s’écrit de
facon uniquez = xy.

Commencons par chercherAvecz a I'étagee, y est dans le cycle associé et il suffit de faipas
en marche arriere sur le cycle en partant du pberitrée d’indiceie Une fois trouvéy, il suffit de
reculer d’un cran dans le cycle pour avoir unemaciarréeacy dey.

Passons & qui est dans I'arborescence de 1, au méme étage Bour trouver une racine carrée

dex, on va utiliser son inverse® = y z% ce qui nécessite le calcul de I'inversezd€ela étant fait,

on doit connaitre une feuille de I'arborescencd. deour cela on procede par essais au hasara Il y
en gros une chance sur deux de tomber sur undefé@h prenant un élément au hasardJdp)
(notépx1[1] dans le programme), entre 2pet 2. Grace a sa trajectoire, on reconnait unédldesii
elle est a I'étage, et si cette feuillox1[1] n'est pas dans I'arborescence de 1, on la raoeppar
px1[1] élevé & la puissande(on a vu qu’'un élémertet sa puissanc® sont au méme étage, av@c
dans l'arborescence de 1). La trajectoire de dettile f étant connue, on prend sur cette trajectoire
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I'élémentf, situé a I'étage, étage ou se trouve On sait ques est au méme étageet son inversg ™
aussi, puisque& et son inverse ont le méme ordre. Formons le jrads x * f,. Comme ces deux
éléments sont sur I'arborescence de 1, leur pradegt aussi sur I'arborescence de 1, et comme ils
ont le méme ordre®2leur produitu admet un ordre strictement inférieur, il est Ztagee’ avece' <

e. Si I'on tombe suu = 1, c’est fini, et 'on a non seulemext f., et aussi une racine carréexde
égale #&..;. Sinon on recommence en prenant un nouv&al a I'ancieru multiplié par I'élément..

de la trajectoire. Ce nouvelest a un étage’ < €. On continue ainsi jusqu’a avoir un nouveégal

a 1. On en déduit que=f.f fer ... et en faisant un décalage d’un cran on trouneracine carrée de

X, SOIt f i1 fesr e ...

Ayant obtenu une racine carréeydet une racine carrée deleur produit donne une racine carrée
dez lllustrons cette méthode dans I'exemple suivant.

Exemple : Racines carrées de z = 328 pour p = 769

« On constate d’abord que= 2 x 3. Les feuilles sont a I'étage 8.
* On détermine la trajectoire dgpar élévations au carré :

1 2 3 4 5 6 7 8 9
328— 693— 393— 649— 558— 688— 409— 408— 360
N/

La période est 2 et l'indice d’entrée estfest a I'étage 7, ce n’est pas une feuille, c’estarré.

» Pour avoiry, on tourne de 7 crans en marche arriere a partipaint d’entrée 408 dans la
période, soiyy = 360, et une racine carréeydest a 8 crans, soit 408.

« On détermine l'inverse de soitx* =y z' = 470.

* On cherche par essais une feuilidune arborescence, située a I'étage 8. Si I'otongbe pas
sur une feuille de I'arborescence de 1, on remplaef " = f * pour étre dans I'arborescence de 1.
On trouve la feuilld = 668 avec sa trajectoire :

indices : 1 2 3 4 5 6 7 8 9

668— 204— 90— 410— 458— 596— 707— 768— 1
étages : 8 7 6 5 4 3 2 1 )

Commex, X* est & I'étage 7. On forme :

« u=x"'x élément & I'étage 7 dans I'arborescence de 1 =208 = 524. On constate que 524
est a I'étage 6.

e Puisu=u xélément a I'étage 7 = 5280 = 251, qui est a I'étage 5.

* Puisu=uxélément al'étage 5 = 254410= 633. On constate que 633 est a I'étage 4.

e Puisu=u xélément a I'étage 4 = 638458= 1. C’est fini.

* On en déduik = 204 x90 x410 x458 et par décalage d’'un cran en marche arrieeeragine
carrée dex est 668x 204 x90 x410 = 399.

Par multiplication d’'une racine carréeylet d’'une racine carrée deon trouve une racine carrée
dez, soit 533 dans le cas présent, I'autre racineeailez étant 236.

Le programme découle de ce qui précede.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#define p 769

#define z 340

void f(int jj);void f1(int jj);

int inversemodulo(int a, int m);

int px[10000],Iperiode,ie,px1[10000];
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int main()
{inti,j,k,ie,racl,rac2,verif,nbcrans,racy,y,iniryx,etagez,u,a,h;
int pp,cumul,racx,indice[100],uu;
srand(time(NULL));
/********* tl’a]eCtOIre de Z ***********/
px[1]=z; (1); i=1;
for(;;)
{i++; f(2%i-2); f(2*i-1); if (px[i]==px[2*i ]) {|periode=i; break;}
} /* Iperiode est la plus courte période si p = 418+
mais pas forcément la plus courtergog 4k+1 */
if (p%4==3) /* p de la forme 4k+3 */
{if (px[1]==p - px[1+Iperiode]) ie=2; elseid;
if (ile==2) printf("\n\n %d est un non-catz);
else if (ie==1)
{ racl=px[Iperiode]; rac2=p-racl;
printf("\n\n %d a deux racines e@&s : %d et %d ",z,racl,rac2);

}

}
else if(p%4==1) /* p de la forme 4k+1 */

{ pp=p-1;a=0; while(pp%2==0) { pp=pp/2;&}  h=pp;
for(j=i+1;j<=2%;j++) if ( px[i]==px][j] ) {lperiode= j-i; break;}/* Iperiode est la plus courte */
while(px[i]==px[i+Iperiode]) i--;
ie = i+1;
if (ie-1==a) {printf("\n\n %d non carre’);zgetchar();exit(0);}
nbcrans=lperiode-ie;
while(nbcrans<0) nbcrans+=lperiode;
racy=px[ie+nbcrans];y=px[ie+(1+nbcrans)®&ipde];
invz=inversemodulo(z,p);
invx=y*invz; while (invx>=p) invx-=p;

etagez=ie-1,;
/******** feu”Ie de 1 ************/
do
{ px1[1]=rand()%(p-3)+2; f1(1); i=1* recherche d’une feuille au hasard */
for(;;)
{i++; f1(2%-2); f1(2*%-1); if(px1[i]==px1[2*]]) { |periode=i; break;}
}

for(j=i+1;j<=2%;j++) if ( px1[i]==p1[j] ) {Iperiode= j-i; break;}
while(px1[i]==px1[i+lperiode]) i--;
ie =i+1;
}
while(ie!l=(a+1));
if (Iperiode!=1)/* si la feuille n’est pas dans I'arbre de 1, ogleve a la puissance h */
{ cumul=px1[1];
for(j=2;j<=h;j++) { cumul=cumul*px1]; while (cumul>=p) cumul-=p;}
px1[1l]=cumul; f1(1); i=1;
for(;;)/* trajectoire de la feuille f de I'arborescence de/
{i++; f1(2%-2); f1(2*i-1); fi (px1[i]==px1[2*]) {Iperiode=i; break;}
}
for(j=i+1;j<=2%;j++) if ( px1[i]==p1[j] ) {Iperiode= j-i; break;}
while(px1[i]==px1[i+lperiode]) i--;
ie =i+1;
}
indice[0]=ie-etagez* indice correspondant a I'étage de z */
u=px1[indice[O]]*invx; while (u>=p) u-=p{* calcul du premier u */
if (u==1) racx=px1[indice[0]-1];
else/* calcul des autres u et de la racine carrée raexx */
{j=0; racx=px1[indice[0]-1];
while(u!=1)
{j++;
uu=u; k=1,
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do { uu = uu*uu; while(uu>=py-=p; k++;}
while(uu!=1);
indice[j]=ie-k+1;
u=u*px1[indice[j]]; while(u> u-=p;
racx*=px1[indice[j]-1];whiledcx>=p) racx-=p;
}
}
racl=racx*racy; while(rac1>=p) racl-#pracines carrées de z */
printf("\n\n %d a deux racines carreedl]%d et %d",z,p,racl,p-racl);

}

getchar();return O;

}

void f(int jj) /* successeur de jj sur sa trajectoire */
{ px[jj+1]=px[jiI*px[jl; while (px[jj+1]>=p) px[jj +1]-=p;
}

void f1(int jj) /* idem mais sur I'arborescence de 1 */
{ px1[jj+1]=px1[jjI*px1fjl; while (px1[jj+1]>=p) px1[j+1]-=p;
}

int inversemodulo(int a, int mj* calcul d’inverse */
{int x0=1,x1=0,r0=a,r1=m,q,r2,x2;
while (r1!=0)
{g=r0/r1; r2=r0-g*rl; x2=x0-x1*q; x0=x x1=x2;r0=rl1;rl=r2; }
while (x0>=m) x0-=m; while (x0<0) x0+=m;
return x0 ;

}

2. Deuxiéme cas : le modulm est une puissancg® de nombre premier
impair

On est maintenant dang(p“) qui compte p* *(p—1) = 22p*~*h éléments. Puisqué(p) est un
groupe cyclique, il se décompose en produit didecideux sous-groupes cycliqugs et C’, avec
U’ d’ordre 2* et C’ d’ordrep** h. Tout élément de U(p") se décompose de facon unique en produit
d'un élément ddJ’ et d’'un élément d€’, ceux-ci étant obtenus de la méme facon qu’orfdia
modulop. Plus précisément :

« C’ est I'ensemble des élémentstels que ka = 1 [pY. C'est aussi I'ensemble dep“* h
copies dedh éléments cycliques d€ dansU(p). Il se décompose suivant = G, 7 C,, ouC; est
le groupe cyclique formé dep* copies de 1, et oiT, est le groupe cyclique constitué par lels
copies des éléments deC qui conservent leur ordre lors du passage de[a [p'].

Considérons le group€’ formé des éléments tels que xP =1 [p. Il compte exactement
pgcdp“i(p —1), Pt h) = p“* h éléments. D'autre part, tous cesérifient aussi la méme équation

modulop, soit x* "=1 oux"= 1 [p] . Lesx obtenus ainsi sont des copies des élémenG, de
groupeC ayanth éléments et les copies d’'un élémamtant a + qp. Or ces copies sont au hombre de
p“! h, autant qu'il y a d’éléments da@. Le groupeC’ est I'ensemble des copies degléments
cycliques deC vérifiantx"= 1 [p]. Le sous-groupeC’ est cyclique et il admet des générateurs d’ordre
p“! h. Par élévations au carré successives, tout élédesBt finit par retomber sur lui-méme. Pour
connaitre la partition en cycles de ces élémergsffit de décomposer la permutation— 2x[p** h]

en cycles.

DansC’, considérons le sous-groufe possédanp** éléments. Comme I’équatio)qpk_l =11[pY
équivaut ax = 1 [p] 3, C, est aussi I'ensemble de* copies de 1. D’autre part, le groupe des

1l s'agit 1a d’une application de la formulg® = b”[p***] = a = b[ p] lorsquep est premier impair et
gueb est premier aveg.
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points cycliques contient aussi un sous-groGpde h éléments, ces éléments vérifiadt= 1 [p"]. Il
s’agit des copies d’éléments cycligues modulgui conservent leur ordre lorsque I'on passe nwdul
p“. On sait que chaque élément modui une et une seule de ces copies qui consenardan Cela
donne tous les éléments @g. Finalement tout élément d& se décompose de fagcon unique en
produit d’'un élément d€; et d’'un élément d€, (puisqueh est premier avepg“’). On en déduit une
méthode constructive pour obtenir les longueurscgekes deC’ pour les puissances successives de

p.
Exemples

1) p = 3. Le groupeC se réduit au cycle de 1. Quanr on prend les puigsasuccessives de@,
se réduit toujours un cycle de longueur 1. Leglmurs des cycles @& sont donc celles d€;. Pour
p? = 9, on trouve pour les 3 éléments@ain cycle de longueur 1 et un cycle de longueuP@urp®
=27, les 9 éléments @& ont des cycles de longueur 1, 2, 6. Pplr 81, les cycles sont de longueur
1, 2, 6, 18. Poup® = 243, les cycles sont de longueur 1, 2, 6, 18, 54

2)p = 7. Le groupeC est formé du cycle de 1 et d'un cycle de longieau les éléments ont pour
ordre 3.

Passons p’= 49 : le groupec, est la reproduction du grou@eprécédent. Quant au grou@e il
est formé du cycle de 1 et de deux cycles de lamgBiéou les éléments ont pour ordre 7). A son tour
le groupeC’ est formé par la composition des cyclesGdet C,, ce qui les redonne, ainsi que deux
nouveaux cycles de longueur 6 (ou les élémentgout ordre 21)}*. FinalementC’ est constitué
d'un cycle de longueur 1, d'un cycle de longueud®,deux cycles de longueur 3, et de deux cycles
de longueur 6.

Passons p’= 343: le groupeC, a la méme forme que précédemment, le gralysst formé des
copies de 1, avec 1 élément d’ordrepl-1 copies d’ordre et p>— p copies d’ordrep®. Cela fait un
cycle d’ordre 1, deux cycles de longueur 3, et deyetes de longueur 21. Pour obtenir les cycles de
C’, on compose les cycles @ et C,, ce qui fait apparaitre comme cycles supplémergailieux
cycles de longueur 6 et deux cycles de longueu#i2constate que lors du passage d’'une puissance
dep a la suivante, il y a héritage de tous les cycéga dbtenus, avec en plus I'adonction de nouveaux
cycles. Et cela se généralise.

3) p = 11. On a vu que dasles cycles sont de longueur 1 et 4. Pass@is=al21, ou le groupe
C' ap h=55 élementsC, reproduit C avec ses cycles de longueur 1 et AsDg avec ses 11 copies
de 1, on constate que I'on a deux cycles de lormglieat 10. Composons les cycles@eetC, : on
obtient 5 cycles de longueur 1, 4, 10, 20, 20,pcar les deux derniers cycles,dpmcde 10 et 4 est
20 et non 40.

Des dessins des cycles et de leurs arborescentedosmés sur lfigure 9

« Les arborescences issues des points cycliques congrat a étages et sont identiques par
leur forme a celles obtenues modulp.

Le groupel’ est formé des élémemntdels quexza =1 [p]. s sont au nombre de? 2t sont des
copies des éléments te U etU’ comportant le méme nombre d’éléments. Les arbonessdassues
des points cycliques sont identigues modploa celles obtenues modufp Cela tient & ce que
I'équation x* = b [p"] a exactement le méme nombre de solutions gte b [p], les deux racines
carrées obtenues moduf étant des copies des racines carrées mopulbes arborescences
comportent dona étages, et ont la forme d’arbres binaires totatgréquilibrés avec un tronc.

14 | e composition de deux cycles, I'un @eavec pour longuew et I'autre deC, avec pour longues,
donne naissance a des cycles dont le nombrpges{a, b) et la longueuppmda, b).
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Figure 9: Arborescences pour 81, 49 et 121

3. Troisieme cas m est une puissance de 2

Posonsm = 2. L’ensembleU(2?) est constitué des nombres impairs, au nombrétte 2
U2 =1{1,3,5,...,2°—1}. Les cas spéciaux @i= 1 eta = 2 étant particuli€rement simples, nous
supposerons qua >2, disposant alors des théorémes classiques :

« L'éléement 5 a pour ordre2*2 Tout élément deU(2%) s’écrit de facon unique sous la forme
+ 5. 1l en découle notamment queU(2°%) n’est pas un groupe cyclique.

» DansU(2%), I'équation x"= b admet une solution unique lorsquen est impair. Lorsquen est
pair, on calcule le pged den et 22~ 2 soit 2°, et I'équation admet2°*! solutions ou aucune selon
queb =1[2°] ou non.

Ainsi, I'équation x? =1 [27 admet 2" solutions lorsqueh sa -2, et 2* solutions (tous les
éléments daJ(2%) pourh >a — 2 L’action de la récurrencex— X* aboutit & la formation d’une
arborescence unique convergeant vers le point fixBlus précisément, I'équation® = 1 admet
quatre solutions ( dont 1 d’ordre un, et trois @éta d’ordre 2). Pou > 3, I'équationx’ = 1 admet
8 solutions (outre les précédentes, il y a quattménts d’ordre 4), puig® = 1 admet 16 solutions

a -2
(outre toutes les précédentes, il y a 8 élémerdedE 8), et ainsi de suite jusqu)él2 =1qui
donne tous les éléments Ué2%) et en particulier 2~ ? éléments d’'ordre 2 2 qui constituent les
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feuilles de I'arborescence. On vérifie aisément gee feuilles sont constituées des éléments de la
forme+ 5! avecj impair. D’autre part, les éléments de la forme AB peuvent pas étre des carrés.
Ainsi tout élément de la forme 15au nombre dé *?) ou de la forme 5avecj impair (au nombre de
2%%) n’a pas de racine carrée. Sur |5 2léments d&J(2%), il y a 2% carrés, qui possédent chacun
4 racines carrées.

Tous ces renseignements permettent de constrait®lescence de 1. Il se dégage une mécanique
d’évolution lorsquea augmente. Pour passer de I'arbre correspondaft & &lui correspondant a
2**1 il suffit de doubler les exposants des 5 dambiade2® et de rajouter un étage de feuilles avec
tous les exposants impaifgg(re 10.

19

63 127
1

a=7
Figure 10: Arborescence de 1, poor= 2, avecade 2 a 7.

On trouvera ci-dessous le programme complet germis d’obtenir les résultats defigure 9
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#include <SDL/SDL.h>

#include <SDL/SDL _ttf.h>

#include <stdlib.h>

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define xorig 400

#define yorig 500

int puiss5(int aa, int exp, int s);

void afficher (int nombre,int e, int i);

void effacer (int nombre,int e, int i);

void pause(void); /* fonctions dispbles dangraphical functiong/
void putpixel(int xe, int ye, Uint32 c);

Uint32 getpixel(int xe, int ye);

void filldisc( int xo, int yo, int R, Uint32 c);

void line(int x0,int yO, int x1,int y1, Uint32 c);
SDL_Surface * screen;Uint32 white,black,red, blubioye
SDL_Surface *texte; SDL_Rect position;TTF_Font fpe=NULL;char chiffre[2000];
SDL_Color couleurnoire={0,0,0};

SDL_Color couleurblanche={255,255,255};

int expo[10][128],signe[10][128],nombre[10][128];

int xe[10][128],ye[10][128];

int main(int argc, char ** argv)
{iint a,i,j,k,kk,R[10],d,dd,etage,nbelements[10],e;

int g[26]={1,2,5,6,9,10,13,14,17,18,21,22,252%30,33,34,37,38,41,42,45,46,49,50},

double alpha[10];

SDL_Init(SDL_INIT_VIDEO);

screen=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_HWSUREFSDL_DOUBLEBUF);

white=SDL_MapRGB(screen->format,255,255,255);
black=SDL_MapRGB(screen->format,0,0,0);
blue=SDL_MapRGB(screen->format,0,0,255);
red=SDL_MapRGB(screen->format,255,0,0);

SDL_FillRect(screen,0,white);

TTF_Init(); police=TTF_OpenFont("times.ttf",20)

/* etage 0 */

filldisc(xorig,yorig,5, black);

xe[0][0]=xorig; ye[0][0]=yorig; nbelements[0]=1,;

expo[0][0]=2; signe[0][0]=1;
nombre[0][0]=puiss5(3,expo[0][0],signe[0][0]); atfier(nombre[0][0],0,0);
/* etage 1 */

R[3]=60; alpha[3]=2.*M_PI/3.*(1./2.);

etage=1; nbelements[1]=3;

for(j=0;j<nbelements[1];j++)

{ xe[etage][j]=xorig+R[3]*cos(M_PI1/6.+j*alpha[}3;
ye[etage][j]=yorig-R[3]*sin(M_PI/6.+j*alph&]);
filldisc(xe[etage][j],ye[etage][j],5,black);
line(xorig,yorig,xorig+R[3]*cos(M_PI/6.+j*a@ha[3]),

yorig-R[3]*sin(MP1/6.+j*alpha[3]),red);

}

expo[1][0]=2; expo[1][1]=1;expo[1][2]=1;
signe[1][0]=-1; signe[1][1]=1;signe[1][2]=-1;
for(j=0;j<3;j++)
{ nombre[1][j]=puiss5(3,expo[1][j],signe[1][j]) afficher(nombre[1][j],1,j); }
SDL_Flip(screen);pause();
/* etages 2, 3, 4, 5, etc. quand a vaut 4, 5, 6,*T.
nbelements[2]= 4;dd=1;
for(a=4;a<=7;a++) /* a partir de I'étage 2 (et a = 4) */
{ sprintf( chiffre,"a = %d",a);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffre,lsaunoire);
position.x=380; position.y=550;



SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position);

etage=a-2;
for(e=0;e<etage;e++) for(j=0; j<nbelement$fe)
{ effacer(nombre[e][j].e.));
expo[e][jI*=2;
nombre[e][j]=puiss5(a,expo[e][jl.sigalj]); afficher(nombre[e][j],e.));

}

R[a]=R[a-1]+92; alpha[a]=2.*M_PI/3.*(1./(flognbelements[etage]-1));
/* feuilles du nouvel étage */
for(j=0;j<nbelements[etage];j++)

{xe[etage][j]=xorig+R[a]*cos(M_PI/6.+j*@hala]);
ye[etage][j]=yorig-R[a]*sin(M_PI1/6.+giphalal);
filldisc(xe[etagel[j],ye[etage][j],SldrckK);

}

/* dessin des liens entre feuilles et leuédgcesseurs */
kk=0;
for(k=0;k<dd;k++) for(j=0;j<4;j++)

{ line(xe[etage-1][q[K]], ye[etage-1][g[k]ke[etage][kK],ye[etage][kK] ,red);
kk++;
filldisc(xe[etage-1][q[K]], ye[etage-1{K]],3,blue);

}

kk=0;

for(k=0;k<2*dd;k+=2)

{ expoletage][q[k]]=expo[etage-1][q[kkP#+2*dd; signe[etage][q[K]]=1;
expo[etage][q[k+1]]=expo[etage-1][q[KR; signe[etage][q[k+1]]=1;
expoletage][q[k]-1]=expo[etage][q[K]Isigne[etage][q[k]-1]=-1;
expo[etage][q[k+1]+1]=expo[etage][qi}; signe[etage][q[k+1]+1]=-1;

nombre[etage][q[k]]=puiss5(a,expo[ehg[K]],signe[etage][q[K]]);
afficher(nombre[etage][q[K]],etage ik
nombre[etage][q[k+1]]=puiss5(a,expaf][q[k+1]],signe[etage][q[k+1]]);
afficher(nombre[etage][q[k+1]],etadé;ef]);
nombre[etage][q[K]-1]=puiss5(a,expaf][q[k]-1],signe[etage][q[k]-1]);
afficher(nombre[etage][q[K]-1],etadé]el);

nombre[etage][q[k+1]+1]=puiss5(a,extape][q[k+1]+1],signe[etage][q[k+1]+1]);

afficher(nombre[etage][q[k+1]+1],etagjé+1]+1);
kk++;
}
nbelements[etage+1]=2*nbelements[etage]; tde:2
SDL_Flip(screen);pause();
sprintf( chiffre,"a = %d",a)/* on efface a */
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffre,lmurblanche);
position.x=380; position.y=550;
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position);

}
SDL_Flip(screen);pause();return 0;

int puiss5(int aa, int exp, int gf calcule s2 ®°ramené modulo®/
{ int modulo,i,q;
modulo=pow(2,aa);
q=1;
for(i=1;i<=exp;i++)
{ g=5*q; while(g>=modulo) g-=modulo; }
if (s==-1)
{ g=-q; while (g<0) g+=modulo; }
return g;

void afficher (int nombre,int e, int i)

20
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{

sprintf( chiffre," %d",nombre);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffre,coulzaire);
position.x=xe[e][i]-15; position.y=ye[e][i];
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position);

void effacer (int nombre,int e, int i)

sprintf( chiffre," %d",nombre);
texte=TTF_RenderText_Solid(police,chiffre,couldanche);
position.x=xe[e][i]-15; position.y=ye[e][i];
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&position);

}

4. Quatrieme cas m est un nombre composite

Connaissant le graphe des trajectoires pour dembres premierp; etp, avec m = p p,, celui
de m s’en déduit.. Et cela se généralise a un nombeg&cgnque de puissances de nombres premiers.
La composition des arborescences se fait en agplide théoréme chinois, grace a I'isomorphisme
gu’il établit entreU(p;) U(p,) avecU(m). Sia est un élément dd(p;) etb un élément d&J(p,), leur
correspondant dang(m) est le coupleg, b).*®

De la découlent leegles du jetsuivantes :

- Les points cycliqgues d&(m) s’obtiennent en prenant tous les couples de paptliques de
U(py) etU(p,). Leur nombre est le produit de leurs nombres t4pg etU(py).

» Si U(p,) contientk; cycles et quéJ(p,) en posséd&,, on compose poutJ(m) chaque cycle de
'un avec chaque cycle de l'autre, mais le résutatette composition peut donner plusieurs cycles.
Si un cycle d&J(p;) possede; éléments, et que le cycle Ugp,) en contient,, le nombre de cycles
de leur composition est; ¢, / (ppmc(cy, ¢)) ou encorepgedcy, G), et la longueur de chacun de ces
cycles esppmdc,, ¢,). Par exemple, la composition du cydla; a,) avec le cyclelt; b, bs) donne le
cycle (@, by) (az by) (a3,b3) (axby) (a1,b,) (az,bs)). Mais la composition du cyclgy a,) avec le cycle
(b1 b;) donne les deux cyclesaf( bi)(az, b)) et (s, b)(2z, by)).

« Tout noeud daJ(m) (un noeud est un élément qui a des antécédeantt;acdire des racines
carrées) est formé d'un couple de deux noeuds,damsU(p;) et I'autre dandJ(p,). Par contre le
couple de deux feuilles (éléments sans racinege&syiou le couple d’'un noeud et d'une feuille donne
une feuille. Le nombre des racines carrées d'umuaa@st le produit de leurs nombres dbkip,) et

U(p2).

« Le nombre d’étages des arborescences est le maxidaa deux nhombres d’'étages ppuet ps,
et 'ordre des éléments est le ppmc des ordresuds tomposants.

Ces régles donnent I'algorithme de composition gephes des trajectoires. Lgartraits de
nombres obtenus grace a ces cycles et ces arbocescdévoilent la structure interne des groupes
U(m), non seulement a propos des racines carrées,amsgs sur l'ordre des éléments et la présence
éventuelle de générateuts.

15 par exemple, résoudré = 1 [40] revient & chercher les couplash) vérifianta? = 1 [8] etb® = 1 [5], ce
qui donnea =1, 3, 50u 7 eb =1 ou 4, dou 8 couples-soltiong, (b), ce qui permet de trouver les
correspondants, grace a la relatioa-15a+ 16b [ 4(} ,— 15 étant le nombre correspondant au couple) (&t D6

celui corespondant au couple (0,1).

16 a construction des arborescences permet d'alldarretrouver que les groupgém) sont cycliques (ils
ont des générateurs) si et seulement est de la forme 2, 47 ou 2° (avecp premier impair).
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Exemple : 91 = %13

CommeU(7) possede deux cycles, de longueurs 1 et 2 (que notons 1 et 2) ¢1(13) aussi,
avec ses cycles notés 1’ et @(91) a 3x 3= 9 points cycliques. La composition des cycle$:, 1-2’,
2-1’, et 2-2' donne respectivement un cycle de leng 1, un cycle de longueur 2, un cycle de
longueur 2, tandis que la derniére composition 8detine deux cycles de longueur 2 chacun. D’autre
part, chaque noeud posséde22= 4 racines carrées. Les arbres sont a deuxseteigkordre maximal
des éléments est 12, ce qui prouve Gg@l) n'est pas cyclique, n‘ayant pas de génératgignsre
11).
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Figure 11: En hautles graphes d&J(7) et U(13), avec les ordres des éléments encadvés.
dessoudes 5 arborescences d€91), avec 91 = ¥ 13, obtenues par composition de celles de 7 et 13.

Sur lafigure 12 nous donnons l'allure des graphes obtenus lorsguecompose plusieurs types
de trajectoires.
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Figure 12: Divers exemples de composition d’arborescenizesgmposition étant notée comme
une multiplication).



