Inversion en géometrie
et geoméetrie de l'inversion

Avant d’aborder linversion, nous avons besoin @@peler quelques notions de base. Puis nous
donnerons les propriétés de l'inversion en géoméavec de nombreux exemples d’application a I'appu
Enfin nous introduirons la notion de groupe desgfarmations inversives, ou les inversions et ééiexions
se rejoignent et se composent.

1. Notions préalables

1.1. Puissance d’'un point par rapport a un cercle

Considérons un cercle de cen€eet de rayorR, et un pointO extérieur au cercle. Pour toute droite
passant paD et coupant le cercle én etM’, on a

OMOM =0OM OM' =0OC- R ! Cette constante, qui ne dépend pas de la positida droite sécante,
est appelée la puissance@ear rapport au cercfeElle est aussi égaleGir?, OT étant tangente au cercle en
T (figure 1). Lorsque le poin® est intérieur au cercle, on a audsil OM’ = —-OM OM’ = OC- R

Finalement, on appelle puissance du p@npar rapport au cercle le produit scalad® OM’ . Cette
puissance est positive lorsq@eest extérieur au cercle, négative lorsqu’il esirgérieur, et nulle sur le
cercle.

Figure 1: Puissance du poif par rapport au cercllOM OM’ =0T =0C —-R°

1.2. Equation d’un cercle

Dans un repére orthonormé, un cercle de c&aeb) et de rayorR a pour équation :

X+ y?— 2ax —2by+c= 0 avea = a’+ b? -, ouc est la puissance de l'origit@du repére par rappoft
au cercle?

1 Par définition, le produit scalaire de deux vargeiciOM OM’ , est un nombre qui est le produit des longueurs
OM et OM’ des vecteurs par le cosinus de I'angle entre éesx decteurs, cet angl®©i, OM’) étant orienté ou non
orientéeMOM'. Si I'angle est aigu, le produit scalaire est pS'il est obtus, le produit scalaire est néfjati

2 Cela se démontre en intercalant le milietHdge MMl : OM OM’ = OM OM’ = (OH + HM )(OH + HM")
= OH? —HM? = (OC? - CH?) — (OM? —CH? = OC? - R°. Remarquons que si le poi@test intérieur au cercle, le calcul
est le méme, on a au®M OM = OC* — R, qui est négatif, @M OM’ = R? —OC-.

3 M (x, y) est sur le cercle de centBssi et seulement §M = R ouCM? = R?, soit :
(x—a)’ + (y—b)? = R?. En développant cela donret y?— 2ax —2by + a’+ b? —R? = 0. En posant = a’+ b? — R,
on a la formule cherchée.

Inversement, en partant de I'équatidr y>— 2ax —2by + ¢ = 0, celle-ci s’écrit aussi



Inversement toute équation de la forme :

X2+ y?— 2ax —2by + ¢ = 0 aveca’ + b?— ¢ 0 est I'équation d’un cercle de centeelf) et de rayorR tel
queRF=a’+b’—c

On en déduit que la puissance d’'un pd¥it, y) par rapport a un cercle de cen@eet de rayorR,
d’équation X*+ y*— 2ax —2by + ¢ = 0, est égale ax*+ y*— 2ax —2by +c. *

1.3. Cercles orthogonaux

On dit que deux cercles sont orthogonaux lorsqablst sécants, et qu’en leurs deux points d’inttice
leurs tangentes sont perpendiculaifegite 2. On a la propriété suivante :

Deux cercles de centr€setC’ sont orthogonaux si et seulement sj :
CC?=CT? + C'T% T étant un de leurs points d’intersectfon.

Cela signifie aussi que la puissance du p@irar rapport au cercle de cen@eé est égale aCT* ou
encore que la puissance du pd@hipar rapport au cercle de cenBest C'T

K

Figure 2: Cercles orthogonaux

1.4. Ensemble des pointl tels queMA / MB =cte

a) Soit deux point# et B, et un nombré positif. Sur la droite AB), il existe deux pointdl; et M, tels
M,A_ M,A
que —t-=—=2—

M,B  M,B
guatre point#\, B, M1, M, forment une division harmonique.

=k, sauf pouk = 1 ol les deux points sont confondus, au milie(i®d.® On dit que les

(x—a)’+ (y—h)?—a®—b*+c=0, soit k—a)? + (y —b)®> =a’+b? —c. Si a®+b® —c est négatif, il n"existe aucun
point (x, y) vérifiant 'équation. Sa’+ b>—c> 0, on peut posea’+ b?> —c = R? et I'on retrouve I'équation d’un cercle.

* En effet la puissance du poRiest :PC*—R? = (x—a) + (y —b)* - R%.

® On utilise le fait que la tangente en un pointdéercle est perpendiculaire au rayon.

Supposons les deux cercles orthogonaux. La tangentercleC est perpendiculaire au ray@®@, et comme la
tangente au cerclé’ est aussi perpendiculaire, celle-ci passeCpdde méme la tangente au cer€lgpasse pa€’. Le
triangleCC'T est rectangle ef, et d’aprés le théoréme de Pythag@€;? = CT? + CT"

Inversement, si 'on £C’2 = CT? + CT"?, le triangleCC'T est rectangle e, la droite C'T) perpendiculaire &QT)
est tangente au cercle de cer@iyeet de mémeQT) est tangente au cerdl®. Ces tangentes étant perpendiculaires, les
cercles sont orthogonaux.

On en déduit aussi qUC'T rectangle équivaut @T? = puissance d€ par rapport au cercle de cen@e

® On cherche d’abord un poikt; sur [AB]. On a M;A = —k M B, ouM,A + kM B =0, ce qui signifie qué, est
le barycentre deA 1), B, k). On vient de trouver un point. Puis on cherbhehors de AB], il est tel queM A =k
M B, ouM A —kM B =0, ce qui signifie qud, est le barycentre d&\(1), B, —K), qui existe pouk # 1. On trouve
un deuxiéme point sauf poki= 1.



Introduisons la notion de birapport de quatre oatignésA, B, C, D. Il s’agit de2=(D: —:=S Dans le cas
présent de quatre poirt, M,, A, B qui forment une division harmonique on a

M;A . M,A

B M,B

=-1. Nous retrouverons plus loin cette notion de papdans un contexte plus large.

b) Plagons-nous maintenant dans le plan. L’ensengsgdintdM du plan tels que :

% =k aveck = 0, est le cercle dont un diameétre a pour extré&mée pointdM; et M, déja trouves,
lorsquek est différent de Ifigure 3, ou la droite médiatrice d&B] lorsquek = 1." Lorsquek est inférieur a
1, le cercle entoure le point (app@léur lafigure 3 situé a gauche de la médiatrice A8]| et lorsqu’il est
supérieur a 1, il entoure le point situé a droite.

U B
Figure 3: Cercle décrit par les poinkd tels queMA / MB = cte. Les point#, B, M;, M, forment une
division harmonique (avec un birapport égal a —1).

1.5. Faisceaux de cercles et axe radical
1.5.1. Faisceau de cercles a points limites

Reprenons les cercles qui sont le lieu des pdntels queMA / MB = k. Pour chaque valeur de
nombre positif ou nul, on trouve un cercle, mémesdas cas limites : on peut considérer les deintpa
et B comme des cercles de rayon nul, obtenus peuf etk infini. La médiatrice deAB], pourk = 1, peut
aussi étre considérée comme un cercle de la farmillame limite d’'un cercle de rayon infini.

Lorsque le nombrk varie de 0 a l'infini, on trouve une infinité derckes dont les centres sont sABJ et
dont les extrémités des diamétres sont en divissmmonique avec les poimdset B. Ces cercles forment ce
gue I'on appelle un faisceau de cercles a poimidsA etB (figure 4).

Figure 4: Faisceau de cercles avec ses deux points lilig8.

" MA / MB=k s’écritMA = k MB, ce qui équivaut MA? = k¥ MB?, ou MA? = kX MB?, soit MA +kMB)(MA —k
MB) = 0. En introduisant les poinkd, et M, précédemment trouvés comme étant les barycerdr@s d), B, k) et de
(A, 1), B, — k), la formule devientMM ; MM , = 0, ce qui signifie que I'angle MM, est droit, et qué/ décrit le
cercle de diamétréM; M.



1.5.2. Une propriété de la division harmonique

Utilisons maintenant une propriété caractéristideiéa division harmonique :

Quatre point#\, B, My, M, forment une division harmonique, s&&%:%‘ (#21), si et seulement si :
1 2
CM; CM, = CA?, C étant le milieu deAB],® ce qui s’écrit aussCM,; CM, = CA?, avecM, et M, tous
deux du méme coété desur AB).

En prenantC’ milieu de M;M,], on a aussC’A C'B = CM;°. Ainsi chaque cercle de centEé et de rayon
R appartenant & un faisceau de cercles & pointetfiet B est tel queC’AxC'B = R

Cette relation signifie aussi que les cercles dendire AB] et [M;M,] sont orthogonaux (les tangentes en
leurs points d'intersection sont perpendiculairgsiisque la puissance du cen@edu premier cercle par
rapport au second cercle est égale & son rayoaraf@X (figure 5. Ainsi tous les cercles du faisceau a
points limitesA etB sont orthogonaux au cercle de diaméfB] [

A M; B M

Figure 5: Les cercles de centr€setC’ et de rayon® etR’ sont orthogonaux lorsqu@M, CM,= CA? =
R’. Et I'on a aussC’'A xC'B =R”,

1.5.3. Cercles orthogonaux a un faisceau de cerckepoints limites

Ce qui précéde se généralise. Prenons maintenamgrclie dont le centié se trouve sur la médiatrice de
[AB] et qui passe par les deux points limifest B du faisceau. Un tel cercle, comme dans le cagcpber
du cercle précédent centré @nest orthogonal au cercle de diamelvg M,] de centrel, les quatre points,

B, M1, Mformant une division harmoniqiégure 6).

En effet, la division harmoniqu& B, M, M, signifie aussi bien
M,A _ M,A AM, _ BM,

= que = .
M,B  M,B AM,  BM,

On avait déjaCM, CM, = CA. On a aussi biedA JB = JM,”. Cela signifie que la puissance du pdint
par rapport au cercle de cenktest égale au rayon du cercle au caMé. Cela prouve que les deux cercles
sont orthogonaux.

8 On a vu que par définition d’une division harmorigM, est le barycentre dé\(1), B, k) etM, celui de A, 1),

(B, K) pourk # 1. Cela signifie aussi bien, pour le produit scal@M; CM, :
- 2 _ -
CM1CM2:CA+kCB CA-kCB _ CK-KCE _(1- K CA%:CAZ
1+k 1-k 1-k? 1- K2




Ainsi tout cercle centré sur la médiatrice 48] et passant par les poirAsetB est orthogonal a un cercle
du faisceau a points limités et B. Finalement tout cercle passant paet B est orthogonal a tout cercle du
faisceau a points limite& etB.

Figure 6: Cercles orthogonaux, I'un centré sur la médiatde AB], 'autre de diamétreMl; M.
1.5.4. Faisceau de cercles a points de base

On appelle faisceau de cercles a points de Aatd I'ensemble des cercles passant par ces deux points
A etB. On dispose alors de la propriété suivante, idessur Idigure 7:

Lorsque I'on a deux faisceaux de cercles, I'un agamme points limiteé et B, et 'autre ayant comm
points de base ces mémes points, chaque cerclendest orthogonal a chaque cercle de l'autre.

4%

Figure 7: Deux faisceaux de cercles orthogonaux.
1.5.5. Axe radical de deux cercles

Soit deux cercles non concentriqu€y €t (C') de centreC et C' et de rayorR et R'. L’ensemble des
pointsM qui ont la méme puissance par rapport a ces dexctes est une droite perpendiculaireC&).
On I'appelle I'axe radical des deux cercles.

Dans un repére orthonormé ou les équations desadeabes sont
X2+ y'—2ax —2by+ c = 0 etx¥+ y*— 2a’x —2b'y + ¢’ = 0, I'équation de 'axe radical est :
2(@—-a’)x+ 2b-b)y+c —-c=0.°

® Utilisons la formule donnant la puissance d’'un pgiar rapport & un cercle. Un poM(x, y) a méme puissance
par rapport aux cercle€) et (C') si et seulement si :
X2+ y?— 2ax —2by + c =x*+ y*— 2a’x —2b'y + ¢’ , soit



On distingue trois cas de figurg(ure §) :

» les deux cercles n'ont pas de point commun. Lasanise de chaque point de I'axe radical par rapport
aux deux cercles est toujours positive.

» les deux cercles sont tangents et I'axe radicdeastangente commune.

» les deux cercles sont sécants en deux pointsxet fadical passe par ces deux points (en ces gaints
puissance par rapport aux deux cercles est la n@oweprécisément elle est nulle).

SICDY 7D A
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Figure 8: Deux cercles et leur axe radical, dans les trasspossibles

1.5.6. Les trois types de faisceaux de cercles|air caractérisation par deux cercles

On a déja rencontré deux types de faisceaux, agaut deux points limites et celui ayant deux Eodg
base. Le troisieme type est celui ou les deux paitet base sont confondus, c’est-a-dire I'ensembéte d
cercles ayant tous la méme tangente en un méme plains allons maintenant voir que la connaissalece
deux cercles non concentriques suffit a détermineiaisceau de cercles unique dont ils sont deémehts.
On dit gqu'ils engendrent le faisceau de cerdiggife 9. Distinguons trois cas de figure.

» Les deux cercles sont sécantsfeet B. Alors tous les cercles passant pagt B forment un faisceau
de cercles a points de base, tous centrés surdéitmée de AB]. Pris deux a deux, tous ces cercles ont
méme axe radicalAB).

» Les deux cercles sont tangents en un pAirnteur tangente commune est aussi leur axe rabical
Alors tous les cercles tangents/&id cette droitd forment un faisceau de cercles tangents, et Fasal
de deux cercles quelconques de ce faisceau estaetfent®.

» Les deux cercles n'ont pas de point commun. Apgibleur axe radical. Celui-ci coupe la ligne des
centres en un point. Puisque ce point a la méme puissance par rappardeux cercles, les tangentes
menées a partir de ce poldtaux deux cercles ont méme longuedT € CT’), et le cercle de cent@et de
rayon CT est orthogonal aux deux cercles. Ce cercle coapigrie des centres en deux poiAtet B. Ces
deux cercles points sont nécessairement des celclésceau. Or ces deux points engendrent unefais
de cercles a points limites (comme on I'a vu, digit de tous les cercles dont les extrémités devdtredM;
et M, sur AB) sont en division harmonique avAcet B). Ce faisceau de cercles contient les deux cercles
initiaux, et deux cercles quelconques du faisceduomjours le méme axe radida) qui est la médiatrice de
[AB].

2@-a')x+2(b-b)y+c —c=0. Comme on na pas en méme tempsa’ = 0 nib —b’ = 0, puisque les cercles
ne sont pas concentriques, on obtient I'équatiamel’droite de vecteur normal (orthogonal)—(a’, b — b’) qui
correspond a la ligne des centres. L'axe radicalbe&n une droite. Remarquons que si les deux e®rétaient
concentriques (et distincts), aucun point ne pdueoir la méme puissance par rapport a eux ddars ce cas |l
n’existe pas d’'axe radical.
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Figure 9: Les trois types de faisceaux de cercles, awes ldeux cercles caractéristiquesgras

2. L'inversion comme transformation dans le plan

2.1. Définition d’une inversion

Etant donnés un poir®® et un nombre positiR, I'inversion ayant pour cercle d’'inversion le derde
centreO et de rayorR fait passer d’un poir¥l (autre queD) & un pointM’ tel queOM OM’ = R? avecM’
sur la demi-droite@M) (figure 10. Ainsi, une inversion est caractérisée par umtpdé centreO, et par le
nombre positifR rayon du cercle d’'inversion. On parle aussi d’'isi@n de centré et de puissance le
nombre positik = R, auquel ca®M OM’ =k.

M

Figure 10: Inversion faisant passer fea M’

Le nom d'inversion est associé a la notion d'ingewsinsi, dans le plan complexe, l'inversion detoen
O et de puissance 1 fait passeMel’affixe zaM’ d’affixe z’' en prenant l'inverse, plus précisément celui
du conjugué®

N
|
NI | =

Au lieu d’inversion, on pourrait aussi bien partir réflexion par rapport au cercle de centeet de
rayonR. On connait la réflexion par rapport une dr@teou un pointM est transformé ell’ avec la droite
D qui est la médiatrice d&M’], et 'on aHM =HM’ (figure 11). Ce nom de réflexion reste valable si I'on
pratiqgue une inversion avec le poivt proche du cercle d’inversion, le poikt est lui aussi proche du
cercle, et ce cercle s'apparente, a proximité aastpM et M’, a une droite perpendiculaireMM’, avec
HM sensiblement égalldM’. ! Paar extension, I'inversion s’apparente & unexéfh autour d’un cercle.

1% | e nombre complexeest visualisé par un vecte@M, il peut étre défini par son modul®M et son argumertt
qui est I'angle orienté que faM avec l'axe des. Cela peut s’écrire = [r, 4]. Son inverse ¥est égal a [1/ —4].
En prenant le conjugué a@esoitz=1[r, —¢], ona z' =1 /zZ=[1/, 6], dou OM’ = 1/OM et les vecteur®M etOM’
font le méme angle orienté avec I'axe de®Bl’ est bien I'inverse d#.

1 En effet, OM OM’=OM OM’ = (OH+HM )(OH+HM’) =R+ OH (HM+HM’ ) + HM HM’ .
Avec OM OM’ = R, il resteOH (HM+HM’ ) = —HM HM’ , avecHM HM’ négligeable devar®H, d’ot HM +
HM’ sensiblement égal a H.est quasiment le milieu d¥M’].
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Figure 11: Réflexion et inversion.

Sous l'effet de I'inversion, tout point extérieun aercle d’inversion devient un point intérieurviate-
versa. La surface infinie située autour du cerstaransformée en l'intérieur du cercle. Pour fmint situé
hors du cercle d’'inversion, I'inversion est unengf@armation contractante.

2.2. Comment construire l'inverse d’'un point ?

Si le pointA est extérieur au cercle d’inversion, on méne érpde ce point une tangente au cerchel][
le triangleATO est rectangle, puis on trace la hauteur issuE, @eit [TA']. Selon une propriété du triangle
rectangleOA OA’= OT? (= R, etA’ est I'inverse de (figure 19. On utilise ce méme triangle lorsque I'on
part d’'un point intérieur au cercle d’inversion.

i

e

Figure 12: Construction dé&\’ transformé deé\ par I'inversion de cercle de centeet de rayorOT.

Notons que le cercleCj de centreA et de rayonAT est orthogonal au cercle d’inversion, avexT]
tangent au cercleC} (figure 13. Ce cercle coupe la droit®Af) en deux point8 et B' qui sont aussi
inverses par rapport au cercle de cefitrpuisque la puissance Gepar rapport & estOB OB’= 0T’ = R.
A son tour A’ admet pour invers® dans l'inversion de cercl€], puisque grace au triangle rectangieO :
AA' AO =AT®.

Figure 13: Inversions de cercles orthogonaux de cedtet de centrd: OB OB’= OT? et AA’ AO =
AT

Prenons maintenant le cerdlede diametreAA’] et de centrd. On constate que la puissanceQlpar
rapport a ce cerclf est justemen®A OA’, et commeDA OA’ = R, elle est égale ®U?, U étant un point
d’intersection des deux cercles. On retrouve urmpn@té caractéristique de deux cercles orthoganaux
comme on I'a vu aparagraphel.3. (figure 14.



Figure 14: Orthogonalité du cercle de centdeet du cercle de diametrdA’], A’ étant I'inverse de\
dans l'inversion de cercle de cen@e

Cela nous donne un autre moyen de construire Fga#&' d'un pointA donné par rapport au cercle de
centreO et de rayomR. Il suffit de prendre un point quelconquiesur le cercle d’inversion, et de construire le
cercle orthogonal passant paet parT, grace a la construction de son cektrmomme indiqué sur fiigure
15. Le pointA’ est a I'intersection de ce cercle orthogonal dadioite OA).

Figure 15: Autre construction d&’ transformé dé\ par I'inversion de cercle de centre O.

En prenant un autre poifit et en tracant un deuxieme cercle orthogonal pagsarA et T, celui-Ci
passe aussi pd’. On en déduit que si deux cercles sont orthogomausercle d’inversion de cent@ et
qu'ils se coupent en deux poiriset A’, alorsA’ est l'inverse de\: O, A, A’ sont alignés eDA OA’ = R
(figure 16.

Deux pointsA et A’ étant inverses dans une inversion de cefC)edlors tout cercle passant paet A’
est orthogonal &3).

_4

X

Figure 16: Deux cercles orthogonaux au cercle d'inversiercentreO, avec leurs points d’'intersection
A etA’ qui sont inverses I'un de l'autre.

2.3. Propriétés de I'inversion
2.3.1. L'inversion est une involution

Tout pointM autre que le centre d’inversi@madmet un inverskl’ et le pointM’ peut étre tout point du
plan sauf le poin©. L'inversion qui fait passer d&l aM’ fait aussi passer dd’ a M. L’inversion est une
involution, c’est-a-dire qu’elle est inversibleggte son inverse est elle-méme. Il s’agit d’'unedtips sur le
plan auquel on a enlevé le po(t
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On verra plus tard que, pour harmoniser la sitnathm adjoindra au plan yroint notéw, tel queO soit
transformé eno eto enO. Cela reviendra a se placer dans le plan comperglété, soiC y{x}, et
l'inversion deviendra une bijection & I'échelle @eplan.

2.3.2. Formules de l'inversion

Prenons un repere orthonormé. Si le centre deefsion est aussi I'origin® du repere, la relation
faisant passer dd(x, y) aM’(x, y'), avecOM OM’ = R s’écrit **

_ R%x
_ Ry
_X2+y2

Les formules de passage inversées, axgg €n fonction dex, y’) sont identiques.

Supposons maintenant le cen@ale l'inversion quelconque. En complexes, aed’affixe c, z —c est
I'affixe de CM etZ— c celui deCM’ . On a alors

RZ
7Z'-Cc=

Z—-C

Cette relation signifie justement que les vect€livs et CM’ font le méme angle avec I'axe dest que

le produit de leurs modules vaBt, ce qui est la définition de I'inversion. En réedsecC (xc, yo), cela
devient apres calculs :

R?(x- x9
X = 3 + XC
ZCM avecCM 2= (x —x0)*+ (y—yo)?, M#C
y=R=y9, o
Ccm?

2.3.3. Lien entre inversion et division harmonique

Soit deux pointA et B et un nombrek positif. On a vu ¢f. paragraphe 1.4.qu’il existe deux point$/

vérifiant MA / MB = k et situés sur la droité\B), soitM; etM,, les quatre pointsl;, My, A, B formant une
division harmonique M;A/ M;B = M,A/ M,B.

Avec C milieu de AB], la relation précédente s’écrit aussi, de facguivé@lenteCM, CM, = CA? avec

M; et M, tous deux du méme coté @esur @AB). Autrement dit les pointd/; et M, sont inverses par
l'inversion dont le cercle a pour diametaq] (figure 17).

T

Figure 17: Inversion associée a la division harmoniyjueM,, A, B.

2 En notant I'angle orienté Ox, OM), on a: cos = x / OM, ouOM = x / cosa, et la relatiorOM OM’ = R?
devient : k/ cosa)(x/cosa) = R, soit x X = R coga = R* xX*/ OM?, X = Rx/ OM?.
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2.3.4. Inverse d’'une droite

Premier cas : la droite passe par le centre d'geeiC. A cause de l'alignement dg, M et de son
transformé\’ par l'inversion, cette droite reste globalemaentariante, en lui enlevant le poi@t

Deuxiéme cas : la droite ne passe pas&renonsC comme origine du repére orthonorMéa droite
a son équation de la fornae + by + ¢ = 0, aveca etb non nuls en méme temps, etlifférent de 0. En
utilisant les formules de passageMeaM, avecM’ # C, soitx = RX/(X? + y'?) ety = Ry /(X + y'?),
I'équation de la droite devient :

X?+y?+ @R/ c)x + (bR/c)y = 0.

— [ 2
Il s’agit de I'’équation du cercle de centu—%? LR?) et de rayonu passant par le poi,

centre de l'inversion, mais que I'on enléve.

Nous avons aussi besoin des formules lorsque legecdinversionC(xc, yc¢) n’est pas confondu avec
I'origine du repére. La droite a une équation déotane ax + by + ¢ = 0, avea etb non nuls tous les deux
eta xc+ b yc+ ¢ # 0 puisque la droite ne passe pas@aFaisons un changement de repére par translation
avecC comme nouvelle origine. Pour un poMtde coordonnéex,(y) dans I'ancien repére eX,(Y) dans le
nouveau, la formule de passage xeskc+ X,y =yc+ Y. L'équation de la droite devient :

aX+bY+axc+byc+c=0.

On sait, grace a ce qui précéde, que dans ce nougpare d’origineC cette droite devient le cercle de

centre :
-aR? -bR R?ya® + b
( : ) etde rayon—————.
2axctbyct 9’ 2(axe bye X 2ja xc+ b yct+ ¢

En revenant au repeére initial, on obtient le ceddeentre :

aR? bR
(xc- ,ye- )
2(a xc+ b yct+ @ 2(axe bye )
2 2
et de rayo Rya'+bf (figure 18.

n—
2ja xc+ b yc+ ¢

| )
Ce C _}

Figure 18: Cercle inverse d’'une droite ne passant pasepaeitre d’inversiorC, dans les trois cas de
figure.

13 Nous avons choisi une méthode de démonstratiaulesbire, plutét que purement géométrique. Ceté¢hode
est lourde, mais elle a 'avantage de donner desuies sur les transformés d’une droite ou d’urtleeifacilitant une
programmation éventuelle.
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2.3.5. Inverse d'un cercle
On distingue deux cas suivant que le cercle pass®o par le centre d’inversion.
* Le cercle (de rayon non nul) passe par le ceningel’sion.

Supposons d’abord que le centre d’inverdiest I'origine du repére. L'équation du cercle)ést y*— 2
ax—2by=0, avea etb non nuls en méme temps, puisque son cérdgst @, b) autre queC. Son rayorr
est tel que’= a’+ b®. En utilisant les formules donnamt {) par rapport &, y’) on obtient I'équation de la
courbe transformée :@2X + 2b y — R = 0. Il s’agit d’une droite puisqua etb sont non nuls en méme
temps.

L’équation de cette droite estx + b’y +c=0 aveca =2a, b =2b,c =— R?. Cette droite, de vecteur
normal (ou perpendiculairek,(b) est perpendiculaire &().

Prenons maintenant le centre d’'invers@ifxc, yc) quelconque dans le repére, et considérons wtecer
de centrd (a, b) et de rayom. Son équation est :

X+y —2ax—2by+c=0, avex =a’+ b?—r?,

et I'on impose que le cercle passe Pasoit CI?= r? ce qui se traduit par la contrainte ¢ a)? + (yc —
b)2 — r?= 0. Prenons comme nouveau repére paralléle auigmeelui ayantC comme origine, d’ou la
formule de passagex= X+xc, y=Y+yc.

Le cercle a comme nouvelle équatiéit Y2— 2A X—2B Y+C =0 avec
A =a-xc, B=b-yc, C=0. On en déduit son image qui est la droite ubdignA’X + B'Y + C' = 0,
avecA' =2 A B'=2B, C' =—R. En revenant au repére initial, cette droite ar goation :

ax+by+c =0,
avec
a’ =2@-xc), b=2 (b—-yc), ¢ =—2axc—2byc+ 2x+ 2yc —R%.

» Le cercle ne passe pas par le centre d’'inversion.

Supposons d’abord le centre d’inversion situé Adine du repere. Prenons un cercle ne passarggras
ce point, de centrié(a, b) et de rayom. Son équation s’écriv®+y* — 2ax— 2by +c =0, avex =a’+ b’—
r?# 0. Sous I'effet de l'inversion, on obtient I'éqicat :

X%+y?—2@R/c)x — 2(bR/ c)y + R/ c = 0. Il s’agit d’un cercle de centrex’ (b') avec a= a R/c,
b’ = bR/ ¢, avecc’ = R’ /c, soit un rayom’ = Rer / [c].

Prenons maintenant le centre d'invers@muelconque, de coordonnéeset yc dans le repére, avét
comme rayon du cercle. En procédant comme aupédrdearcle a inverser a pour équation :

X+y'—2ax—2by+c=0, avex = a+ b’—r? ce cercle ne passant pas PasoitKC?# r. Son centre
est @, b) et son rayom. En procédant comme auparavant, on aboutit aledenage d’équation

X2+y?-2a x —2b’y+ ¢'=0, avec son centre de coordonnées :

. (@a-xR _ (yR
e (o -2 P T e a%e(ye -
et son rayon :
_ R%r

(xc- @2 +(yc- h2- A

+yC

r
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On trouvera sur lfigure 19quelques résultats d'application de ces formudass les trois cas de figure
possibles (cercle initial sécant, ou tangent, ou si&cant avec le cercle d’'inversion). On constajemles
deux cercles inverses 'un de l'autre ne sont jantian a l'intérieur de I'autre, et qu’ils ont désngentes
communes passant par le centre d’inversion (orayaus bas que l'inversion conserve les contacts).

Ces résultats issus de calculs a propos de deditis cercles servent essentiellement a la progagiam
En méme temps, nous avons montré que toute diwoiterezle a comme inverse un cercle ou une droite (&
point prés parfois).

Figure 19: Cercle et son cercle inverse sous l'effet devBrsion de cercle centré €xdans tous les cas
de figure.

2.3.6. Résumé des principales propriétés de l'inveion

* L’inversion transforme une droite ou cercle en @raiu cercle (en enlevant le centre d'inversion si
celui-ci se trouve sur une de ces courbes).

» L’inversion est anti-conforme : elle transforme angle orienté en son opposé. Notamment |elle
transforme un angle droit en angle droit. Ainsé elbnserve le contact : deux courbes tangentes goint
sont transformés en courbes elles aussi tangentes.

» Excepté le cercle d'inversion (qui est invariantinbopar point), les seuls cercles qui restent
globalement invariants sont les cercles orthogomrausercle d’inversion.

» Propriété de symétrie : On considére une inverd®npercle €) faisant passer d’'un poidta un point
A'. Soumettons cette figure formée par le cerCledt les point#, A’ a une inversion de cerclé (). Celle-ci
transforme le cercled) en un cercleQ), et les pointsA etA’ en B etB'. Alors ces point®8 etB’ sont & leur
tour inverses dans l'inversion de cerd®)(

Nous connaissons déja la premiere propriété.

Donnons la preuve de la deuxieme propriété, a praol'inversion anti-conforme : Considérons deux
droites se coupant en un pokautre que le centre d’'inversi@) et censées représenter les tangentes a deux
courbes se coupant & Sous l'effet de l'inversion, ces deux droites tstbansformées en deux cercles
passant par le cent@de l'inversion figure 20. Les deux tangentes €éha ces deux cercles sont paralléles
aux deux droites et forment le méme angle. L'ingéYsdu point A est I'autre point d’intersection des deux
cercles. Par symétrie par rapport & la ligne detreg de ces deux cercles, les tangente&’ @ax cercles
forment un angle opposé a celui des deux droiitalés.
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Figure 20: Angle transformé en son oppose.
La troisieme propriété sera démontrée plus loin.

Il reste a prouver la quatrieme propriété dite ylaétrie : PouA etA’ inverses dans I'inversion de cercle
(C), prenons deux cercles passant fiagt A’ et orthogonaux au cercl€C). L'inversion de cercle/{) les
transforme en deux cercles orthogonau€'s @ cause de la conservation des angles au pigise Ces deux
cercles se coupent éhet B' images deA et A’ par I'inversion (). (figure 2. Comme ces cercles sont
globalement invariants par l'inversion de cerd®),(le point B a pour transformé’ par l'inversion de
cercle ).

©)
r)

(@)

Figure 21: Les pointsA etA’ inverses dans l'inversion de cercl® devienntnt, par I'inversion de cercle
(7). les pointsB etB’ inverses dans l'inversion de cercg)

2.3.7. Transformation de surfaces

Considérons une courbe fermée et donnons-lui us derparcours. Sous l'effet d’'une inversion elle es
transformée en une courbe avec un certain senaeyrs induit par celui donné a la courbe initiale
Comme l'inversion change le signe des angles a@$ra surface située a gauche de la courbe @itial
lorsqu’on la parcourt est transformée en la surfateée a droite de la courbe image. Prenons geelgas
simples.

» Une droite ne passant par le centre d’inversiortirassformée en cercle. Le demi-plan situé du coté
qui ne contient pas le centre d’'inversion est fianse en I'intérieur du cercle imagigure 22 a gauche

» Un cercle ne passant pas par le centre d'inversgbriransformé en cercle. En donnant un sens de
parcours au cercle initial, on vérifie que I'ingur du cercle est transformé en Il'intérieur du leeimage,
lorsque le centre d’inversion n’est pas situéritdiieur du cercle initial. Sinon, l'intérieur dewi I'extérieur
(figure 22 a droitg.
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Figure 22: A gauchademi-plan transformé en disguedroitetransformation de surfaces circulaires.

Nous pouvons maintenant prouver la troisieme péd@rilonnée aparagraphe 2.3.6: Supposons que
I'on ait un cercle globalement invariant (et awjuee le cercle d'inversion). Le cercle d'inversi@@) Eépare
le plan en deux surfaces, I'uSextérieure et I'autr&’ intérieure. On a vu que tout cercle situé dansdene
ces surfaces a pour transformé un cercle situél@anse, méme dans le cas ou le cercle est tan§entels
cercles en peuvent pas rester invariants. Un cgjolealement invariant coupe nécessairement lelecerc
d’inversion C) en deux point3 etT’. Il ne peut pas non plus conte@r(sinon deux points inverses sur ce
cercle seraient de part et d'autre dg Le fait de ne pas conter@ provoque un changement du sens de
parcours par passage a l'inverse. Prenons un ve¢teur la tangente e€ha ce cercle, éf’ sur la tangente
en T au cercle d'inversion. L'angle orienté entre lesuxi vecteurs estV( V') [2z]. Sous l'effet de
l'inversion, cet angle est transformeé en

(V,=V") = (V,V) + z[2q]. Et I'On sait que l'inversion change le sens degles.

On en déduit que :

M,V)+z== V,V)[22, 2V,V')=1 [22], V,V') =72 [x].

Ainsi tout cercle globalement invariant doit étréhogonal au cercle d’'inversion.

Inversement, tout cercle orthogonfalhu cercle d’'inversion est globalement invariamt.effet, prenons
un des pointg d'intersection des deux cercles, et menons umsggamssant par le centre d’inversion
qui coupe le cerclé enA etA'. La puissance d® s’écritOA OA= OT? (= R, d’'ou A’ est I'inverse deA.

Le cercle/ passant par les trois poirfisA, A’ est transformé en un cercle passant aussi paroiepoints.
Il est bien globalement invariarfigure 23.

Figure 23: Cercle orthogonal globalement invariant.
2.3.8. Inverse d’'un faisceau de cercles

» Sile faisceau est a points de baéset B, avec chaque cercle du faisceau passant par aggpdants,
une inversion transforme ces deux point®\ertB’, et les cercles sont transformés en cercles pasasdy
et B’ images deA et B. On obtient encore un faisceau de cercles a pdmtsase. Notons que si le cercle
d’inversion est centré el les cercles deviennent des droites, et I'on abtia faisceau de droites.

» Si le faisceau est formé de cercles tangent®\ efinversion transformeA en A’, et la tangente
communeD devient un cercl®’ passant paA’. Comme linversion conserve le contact, les cerda
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faisceau deviennent des cercles tous tangerté am cercleD’, ainsi leurs centres sont tous sur une méme
droite perpendiculaire a la tangente/AraD’. On obtient un faisceau de cercles tangents. Rproas que

si le centre de I'inversion est énles inverses des cercles deviennent des droitiésst paralléles entre elles,
et perpendiculaires a la ligne des centres initiale

» Sil'on a un faisceau a points limit@set B, on sait qu’il est orthogonal au faisceau a poilgtHaseéd
et B. L’inversion transforme ces deux points &netB’. On a vu que le faisceau (orthogonal) a points de
base devient le faisceau a points de Bdset B’. Comme l'inversion préserve les angles droitfaieceau a
points limites devient le faisceau orthogonal dsdeau a points de baséetB'. Il s’agit donc du faisceau a
points limitesA’ etB’.

Mais il existe un cas spécial, celui ou le cerdlevérsion est centré en un point limite, par extap Le
point A est alors envoyé a l'infini, et le poiBtenB’. Le cercle de diametré\B], dont on sait qu'il est
orthogonal a tous les cercles du faisceau, estfoané en une droit®’ passant paB’ et perpendiculaire a
(AB). Dans l'inversion tous les cercles restent ortimagix & cette droit®’. Leurs centres sont donc situés
sur elle. D'autre part, les centres des cerclesathceau initial sont tous sur la droitdB) et les cercles
inverses ont aussi leurs centres sur la dréif),(ou se trouv8’. Comme les centres doivent étre sur cette
droite ainsi que sur sa perpendiculaireBenils sont tous eB’. Le faisceau de cercles initial est transformé
en unfaisceaude cercles concentriquefig(ire 29. Il ne s’'agit plus a proprement parler d'un faiga de
cercles, mais si cela peut étre considéré comneasitimite.

S

Figure 24: Les deux cercles initiauxef ble) génerent un faisceau a points limiteset B, quelques
cercles du faisceau correspondaen {er} sont tracés sur la partie droite du dessin. lrelea’inversion
centré sur le point limiteA esten noir, et les cercles inverses de ceux du faisceawalirsthnt tous
concentriquesgn rougé.

Finalement, sauf dans le cas extréme précédentaisceau de cercles est transformé en faisceau de
cercles de méme nature. Notamment, si le cerclevel'sion est un cercle du faisceau, le faisceau est
globalement conservé.

2.3.9. Plles et polaires

Prenons un poimh a l'intérieur du cercle d’inversion. Son inverseest a I'extérieur. La médiatrice de
[AAT] est appelée la polaire du poiAt(intérieur) par rapport au cercle, et le pdvest appelé pdle de cette
droite. Comme cette droif@ est le lieu géométrique des centres des cercksapapaA et A, tout cercle
centré sur elle et passant pafet A’) est orthogonal au cercle d’'inversion. Inversetnésut cercle passant
par A et orthogonal au cercle d’inversion est centrécatite polaireD (et il passe paf’). Le centre d'un
cercle orthogonal au cercle d’inversion est tolgositué a I'extérieur. La droite polaire est exére au
cercle.
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A chaque poinA intérieur au cercle d’inversion est associée s#alpolaire située a I'extérieur du cercle
(figure 29. Inversement, toute droif@ située a I'extérieur du cercle admet un pole uaiyi* La relation
pble - polaire est bijective, allant des pointgiigurs vers les droites extérieures au cerclevelBion.

AI

D

Figure 25: Un pointA et sa droite polaire

Il existe un lien entre polaire et faisceau de lestdEn effet, considérons le cercle d'inversiorcestreC
et le pointA qui lui est intérieur, et que I'on peut considécemme un cercle point. Ces deux cercles
définissent un faisceau de cercles, a#&clinverse deA, comme deuxieme cercle poidt.et A’ sont les
points limites du faisceau. La médiatrice dé\]], polaire du pointA, est aussi I'axe radical du faisceau de
cercles. Tous les cercles centrés sur cet axeseapiapaiA et A’ forment le faisceau de cercles orthogonal
au premier faisceau.

A partir d’'un pointA intérieur & un cercle, on peut déterminer I'équratile la droite polaire. Pour cela,
prenons comme origine du repéde centre du cercle qui va servir pour l'inversieh donnons-nous un
pointA (Xa, ya) supposé intérieur. Son inverdea pour coordonnées

xa' = RPxal/ (xa’+ yal), ya' = RPyal/ (xa’+ y&).

On en déduit le milieu (xi, yi) de [AA’]. L’équation de la polaire est :

xa (X —xi) +ya (Y —yi) = 0, ce qui donne apreés calcul :

xa + ya& + R

xaX+ yaY=
y 2

2.3.12. Rayons d'un cercle et leurs inverses

Considérons une inversion de cercle centré€eRrenons un cercl€ de centrd, et tracons plusieurs
rayons de ce cercle. Sous I'effet de l'inversiengércle/” est transformé en un cerdfe son centre devient
un pointl’, ses rayons deviennent des arcs de cercles passéinet orthogonaux au cerclé. Les cercles
entiers correspondant a ces rayons passent paoitgsC etl ’, ils forment un faisceau de cercles sécants en
ces deux pointdigure 26. Leur droite des centres, qui est la médiatree¢Ql' ], est aussi la polaire du point
I' par rapport au cerclg. *°

14 Voici comment le construire. On part d’'une droleextérieure au cercleC| d’inversion de centreC. La
projection deC sur cette droite donne le poi@it On construit le cercle de ceni@ et orthogonal au cercle d'inversion
(C) par le procédé habituel. Ce cercle coupe la d(@i€) en un poin intérieur au cercleQ) etA’ extérieur.A est le
pble de la droit®.

15 Le faisceau a points de balseet C a pour faisceau orthogonal le faisceau contereoeiclel” ainsi que les
cercles points limite€ etl’. On sait que ces deux points limites sont invefs@sde I'autre par une inversion dont le
cercle est un cercle du faisceau, notamnignite pointl’ a bien pour polaire la médiatrice d]].
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Figure 26: Le cercle d’inversion de cent€ le cercle/” de centrd avec ses rayons, le cercle invefse
avec les rayons transformés en arcs de cerclessapt tous par le poihtinverse de .

2.4. Exercices

2.4.1. Composeée de deux inversions de cercles canidgques

Considérons deux cercles concentriques (C) et ¢€')centre O et de rayons R et R’. Déterminer la
nature de la composée des deux inversions de q&tlet (C).

Appelonslic etlc ces deux inversions. Sous l'effet de M — M; tel queOM OM, = R puis parlc: :
M; — M’ avecOM; OM’ = R, les points étant alignés du méme cotéd@ar divisionOM’ / OM = R?/
R?, avecO, M, M’ alignés sur [OM). La composée est une homothé&ieeamtreO et de rapporR? / R?
positif.

2.4.2. Trois cercles sécants deux a deux

Prendre trois cercles sécants deux a deux, lewis ttentres n’étant pas alignés. Les cercleg é€(G)
se coupent en C et C’, les cercles)(€t (G) se coupent en A et A’, {Cet (G) se coupent en B et B'.
Montrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sardncourantes.

La droite joignant les deux points d’intersectioa deux cercles
sécants est perpendiculaire a la ligne des ceriides cercles n'ont pas
leurs trois centres alignés, leurs droites d’irgetiosn ne peuvent pas étre
paralleles. NotammenA@Q') et BB’) se coupent en un poiht Or (AA")
est I'axe radical du faisceau de cercles engenard() et (Cs). On sait
qgue l'axe radical est 'ensemble des points aylanmméme puissance par
rapport aux deux cercle€) et(C;). De mémeBB’) est formé des points
ayant méme puissance par rappor€g €t (C,). Le pointl a donc méme
puissance par rapport aux trois cercles. Comméaina@@me puissance par
rapport aux deux cercle€4) et (C,), I'axe radical CC’") correspondant
passe aussi par le point

2.4.3. Inversion transformant I'un en l'autre deuxcercles donnés

Considérons deux cercles (C) et (C’) non concengiget de rayons différents. Ils ont pour centrest O
O’ et pour rayons R et R’. Trouver l'inversion dait passer de I'un a l'autre, en faisant un lienea les
homothéties qui font aussi passer de I'un a l'autbm distinguera deux cas, celui ou les cerclest son
extérieurs l'un a I'autre ou sécants, et celui auaercle est intérieur a l'autre.
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Les deux cercles donnés)(et (C') ont pour centresetl’, et pour rayonR etR’. lls sont caractérisés par
leurs rayons et par la distanile. On sait gu'il existe deux homothéties, I'une tigsi I'autre négative,
faisant passer de I'un a l'autre.

Supposons d’abord les deux cercles extérieursd’liautre ou sécants. lls admettent alors une taege
commune {T’) avecl'T" = (R/R) IT (figure 27. La tangente commune coupe la ligne des centr€s €e
pointO est tel queOIl’ = (R'/R) OlI, soitOIl +1I' = (R'/R) OI, et Ol :R'—RRH' , ou encoreQl' :R‘LRHI :

On passe alors deCY a (C’) par 'homothétie de centr® et de rapport (positfR’ / R. Un point
guelconqueM de C) est envoyé e, sur C’) avecOM, = (R'/R) OM. La droite OM) coupe le cercleQ’)
en un deuxieme poil’, et la puissancp(O, C’) deO par rapport au cercl€{) est

R2(1l'*- (R'- R)?

p(O, C') = OM’' OM, =0T’ ?=0I' 2—R*?=

(R-R?
Les pointsM; etM’ sont toujours sur la demi-droit®), et en éliminan©OM; on trouve :
OM OM'’ = (R/IR) p(O,C’) = constante. Cela signifie que I'on passe d'utleea I'autre par une inversion
de cercle de centf®, avec le rayom de ce cercle tel que :

r2 =—(R|‘:\:RI|?)2 (I *-R'-R)?)

Figure 27: Les deux cercles donnés sont lembley I'autre en rouge Le cercle d’inversion esn noir.

A gaucheles deux cercles sont extérieuagjroiteils sont sécants et le cercle d’'inversion passsiaqar les
points d’intersection.

Supposons maintenant que le cer€lg €st a I'intérieur du cercleC(). Prenons cette fois I’homothétie
négative faisant passer d€)(a (C’). Son centre e tel queOlI'’ = (- R'/R) Ol, ce qui s’écrit aussi
or =%Q|I' . Un pointM de C) est transformé eN; sur C’) tel queOM; = (—R’/R) OM (figure 28.
D’autre part, La droite@M) coupe le cercled’) en un deuxieme poiMdl’, avecM’ sur [OM). La puissance
de O par rapport ag’) estp(O,C’) = —OM; OM’ qui est négative. On en déduit que

OM OM’ =(-R/R’) p(O,C’) = constante. On passe bienM& M’ par I'inversion de cercle centré énet

de rayorr tel quer? = (-R/R’) p(O,C’) = i((R‘+ R? - 11%).

(R+R?
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M

Figure 28: Inversion de cerclen noirtransformant le cercleC] bleuen cercleC’) rouge
2.4.4. Théoréeme de Ptoléemée

Il s'agit de la propriété suivante : Si un quadtdae convexe ABCD est inscrit dans un cercle, ders
produit de ses deux diagonales est égal a la sodemeleux produits de ses cOtés opposes, soit AC/AD
CD + AD BC.*

1) Lors d’une inversion de cercle JGle centre O et de rayon R, avec deux points Rteansformés en
R2

M’ et P, montrer queM 'P'=———— MP
OM xOP

Par définitionOM OM’ = R? etOP OP' =R’

Dans le cas exceptionnel ou les poiktset P sont alignés ave®, les pointsM’ et P’ le sont aussi, et
M'P’ = [OP’—OM’| = |R*/ OP-R?/ OM| =R? [OM —OP| / (OM OP) = R MP / (OM OP).

Dans le cas général &dietP ne sont pas alignés av@¢ on aOP’/ OM = OM’ / OP. Les triangleOMP
etOM'P’ ont deux de leurs cotés dans la méme proportiea levméme angle entre eux. lls sont semblables
(figure 29. On en déduit que

M'P’ / MP = OP’/ OM (= OM’ / OP), soit
2
M'P’ = (OP'/OM)MP = — P
OM x OP

P

“ M

Figure 29: TrianglesOMP etOP’M’ semblables.
2) En pratiquant une inversion dont le cercle esiteé en A, en déduire le théoreme de Ptolémée.

Appelons C) le cercle circonscrit ABCD. Lors d’'une inversion dont le cercle est centrédeavec un
rayon unité par exemple, le cerclg) (est transformé en droite, sur laquelle se troulespointsB’ C’ D’
transformés d& C D. Et les pointdB’, C’, D’ sont dans cet ordre sur la droite, dBD’ = B'C’ + C'D’
(figure 30. Gréace ala formule du 1°:

18 La réciproque est vraie aussi.
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BD _ BC , CD
ABx AD ABx AC AG< AL
_ BCx AD+ CDx AB

"~ ABx ACx AD
BDx AC= BCx AD+ CDx AB

“

Figure 30: Le quadrilaterédABCD inscrit dans un cercle, et les transforrBésC’, D' de B, C, D aprés
inversion centrée eA.

3) Soit un triangle équilatéral ABC et un point Mieiconque sur le petit arc BC de son cercle
circonscrit. Montrer que MA = MB + MC.

Appliguons le théoreme de PtolémédA BC=AB MC+ AC MB. CommeBC = AB = AC, il resteMA =
MB + MC.

2.4.5. Quadrilatére a diagonales perpendiculaires

Considérons un quadrilatere convexe ABCD dont lagahales se coupent
perpendiculairement en leur point d’intersection Montrer que les quatre
points symétriques du point | par rapport aux qeatdtés du quadrilatere sont
sur un méme cercle. Utiliser pour cela une inversie cercle de centre |, et
inverser les cercles de centres A, B, C, D pagsant.

Les cercles de centre et C passant par sont tangeents, aveB) pour tangente commune. De méme
les cercles de centBetD passant parsont tangents, aveAC) comme tangente commune. Les cercles de
centreA et B se coupent eh et |y, avecl; qui est justement le symétrique dear rapport a la ligne des
centres AB). Il en est de méme avég |5 etl, qui sont les symétriques d@ar rapport aux trois autres cétés
du quadrilatérefigure 31 a gauche

Faisons une inversion dont le cercle a pour centtees quatre cercles précédents qui passent par
deviennent des droites. Les droites transformés<seleles de centre et C sont paralléles 8BP) et celles
transformées des cercles de ceBtet D sont paralléles &AC). Ces quatre droites forment un rectangle dont
les sommets’,, I',, I3, I'4 sont les images des poirts |,, 13, 14 (figure 31 & droit¢. Un rectangle peut
toujours étre inscrit dans un cercle, avec le pgointintérieur strictement de ce cercle. A leurrttas quatre
pointsly, I, 13, 14 sont sur le transformé de ce cercle, a savoireutie:
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Figure 31: A gauchele quadrilatéréABCD et les quatre cercles de centfesB, C, D passant par. A
droite, les droites images de ces quatre cercles forarergctangle que I'on peut inscrire dans un cercle.

2.4.6. Guirlande de Steiner

Deux cerclesC; et C, sont donnés, I'un étant a l'intérieur de I'autians la couronne située entre ces
deux cercles, on veut construire une chaine déeseea succession, tous tangents aux deux ceZcletsC,,
et chacun étant aussi tangent avec ses deux vdmissla chaine.

Supposons d’abord les deux cercles concentriquessedtreO et de rayonR; et R,. Dans ce cas
particulierement simple, on constate aussitét quiil a aucune garantie de pouvoir insérer entre L
chaine de cercles tangents. En fait, le ralgprétant donné, seules des valeurs préciseR,deourront
convenir, chacune étant associée au nombdes cercles de la chaine. Pour le vérifier, dosimuusR; et
N (avecN au moins égal a 3, sinon c’est impossible). Chaguele tangent doit étre intercalé dans un angle
a= 2z /N (figure 39. Le rayonr d’un tel cercle doit étre tel que/(R, +r) = sin @/ 2), soit :

[ = R sin(a/2)
1-sin@/2)
P T _ o 1+sin@/2)
OnendéduitlerayoR, . R, =R+ 2 = R————.
Yo =h Pil—sin(a/Z)
1+sin@r /N)

Les seules possibilités sont telles q& = :
R 1-sin(r/N)

une solution, on peut faire tourner la chaine @esles tangents, ce qui donne une infinité de iswisit

pourN entier> 3. Dans tous ces cas ou il existe

Figure 32: Un cercle intercalé entre les deux cercles aanicgies.

Supposons maintenant que les deux cercles ne ssntgncentriques. On sait qu’ils engendrent un
faisceau de cercles a points limites, et damsmtagraphe 2.3.8.nous avons vu qu’un tel faisceau de cercles
pouvait étre transformé par inversion en cerclaxentriqgues. On est alors ramené au cas précédsnt d
cercles concentriques. En pratiquant une inversionla chaine des cercles tangents dans la coudeme
cercles concentrigues, on obtient une guirlandeateles tangents entre deux cercles non conceegriqu
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(figure 33. On peut ensuite faire tourner la guirlande, dipde la rotation de celle située entre les @a=rcl
concentriquesfigure 39.

Figure 33: Guirlande de 20 cercles tangents dans le casadeles concentriques, puis la guirlande entre
deux cercles non concentriques aprées inversion figure initiale autour d'un cercle (en gris pale)centre

Figure 34 : Guirlande de Steiner en rotation

2.4.7. Guirlande de disques

On part d’'une chaine de plusieurs disques, tougetaa de I'un au suivant. Dans notre exemple oa en
pris quatre ¢n noir sur la figure 35 a gauchePuis on utilise chacun de ces disques commeecerc
d’inversion pour inverser les trois autres disq@s.obtient ainsi une nouvelle chaine de 12 disdeeis on
recommence avec ces 12 disques, en utilisant chaouninverser les onze autres, d’ou 132 disques. E
recommencgant on a une guirlande de 17292 disqu&s tangents en succession. Comme les quatresercle
initiaux forment une chaine non réguliére, il seduit une infinité de ruptures de pente sur la ®limite
(appelée ensemble limite), lui donnant une vagssemblance avec la fractale de Mandellfigufe 35 a
droite).
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Figure 35: En haut premier dessin d’'un ensemble limite kleinien,gdan livre de F. Klein et R. Fricke
paru en 1897En basa gauchepremiéres guirlandes (les quatre cercles initeuxoir, puis 12 cercles, puis
132 cercles)a droiteguirlande de 17292 cercles, proche de I'ensenthiel

3. La géométrie de l'inversion

Ajoutons un point « infini » noté, et le plan devient le plan (complexe) élaffgi: CUO . Dans ce plan
appelons cercle généralisé soit un cercle hatstieline droite élargie, a savoir la droite classig laquelle
on ajoute le poini.

3.1. Redéfinition de I'inversion et définition d’'ure transformation inversive
Au sens large, I'inversion (ou réflexion) se fagimtenant par rapport & un certlgénéralisé :

e SiI'est un cercle de cent@eet de rayorR,

- pour un pointM autre queD etoo, on reprend la définition habituelle : il a powarisforméM’ tel que
OM OM’ = R avecM’ sur [OM)

-siM=0O,M’ =

-SiM =0, M’ = 0.

» SiI est une droite €largie, il s'agit de la réflextmabituelle, avec en plus — «

Ainsi élargie, I'inversion devient une bijectionvimiutive dansC. On sait aussi qu’elle conserve les
angles non orientés, mais en changeant le sensmges orientés, et qu’elle transforme les cercles
généralisés en cercles généralisés.

Par définition, une transformation inversive @stbmposée d’inversions. Elle a donc comme prawiét
de conserver les angles non orientés et de tranefdes cercles généralisés en cercles généralisés.

3.2. Exemples de transformations inversives

» Fonction conjuguée dar®: il s'agit dez— Z dansC, etoo — 0.
Elle généralise la réflexion autour de I'a@&
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» Fonction inversez — 1/zdansC — {0], 0 — o0, o0 — 0.
Il s’agit de la composée de I'inversion de cergiéaiet de la fonction conjuguée.

» Fonction linéaire — a z+ b (aveca etb dansC eta # 0) lorsquez est dan<C, avec en plus

o0 — 0O,

DansC, il s'agit d’'une similitude directe. On sait quelle-ci est la composée d’'une homothétie et d’'une
isométrie directe (rotation ou translation). Uneni€trie directe est toujours la composée de ddiexi@éns,
et une homothétie peut s'écrire comme composéeedr ihversions de cercles ayant le méme cewtfre (
exercice 2.4.)1 On a donc bien par composition une transformatgersive.

3.3. Groupe des transformations inversives et géomni& inversive

Prenons I'ensemble des transformations inversiees @ , d’est-a-dire des composées d'inversions au
sens large. Cet ensemble a une structure de grpuisgue notamment la composée de deux d’entre esie
la composée d'inversions et par suite une transfbom inversive, et que toute inversion admet une
inversion inverse, ce qui fait qu’il en est de mépmar toute composée d'inversions. Un tel groupe de

transformations darisdéfinit ce que I'on appelle la géométrie inversigeli a pour caractéristique de
préserver les cercles généralisés en tant queefigukussi appelle-t-on ce groupe des transformgtion
inversives le groupe circulaire.

En considérant la géométrie classique euclidienmec ason groupe

géométrie inversive d’'isomeétries préservant les droites, les cerclegegtangles, et la géométrie
affine comme préservant les proportions et paedag droites, les cercles mais

géométrie pas forcément les angles, la géométrie inversigleitila géométrie euclidienne
euclidienne et une partie de la géométrie affine mais pas tocée par exemple un

cisaillement en géométrie affine n’est pas unesfamation inversive.

géométrie affine

Pour poursuivre I'étude de la géométrie inversivays allons avoir besoin de préciser ce que st de
composées d’inversions. La vont apparaitre les stoamations homographiques, aussi appelées
transformations de Mobius. C’est I'objet du chapguivant.



