Droites et géomeétrie discrete (2)

Trajectoires lumineuses dans une grille de miroirs

Placons-nous dans un quadrillage infini du plarsont réegulierement disposés des
miroirs en forme de croix. Les deux miroirs d'unmix ont tous deux la méme
longueur, comprise entre 0 et 1, lorsqu’on la rajgoa la longueur unité d’'une maille
du quadrillage. Un rayon lumineux est lancé avee p@nte donnée. Nous prendrons
d’abord comme point de départ le coin a angle didame croix, et la pente sera
supposée rationnelle. L'objectif est d'étudier Ireminement du rayon lumineux
passant a travers les trous ou rebondissant saritess croix.
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Cela revient a étudier la trajectoire
lumineuse dans une grille verticale de
miroirs, puis dans une grille horizontale de
miroirs. Avec une grille verticale de miroirs,
la trajectoire s’en va a l'infini verticalement
vers le haut, mais sa projection horizontale
est la méme que celle obtenue pour les
miroirs croix. Avec une grille horizontale, la
trajectoire s’en va a l'infini horizontalement
vers la droite, mais sa projection sur une
verticale est la méme que celle obtenue avec
les miroirs croix. D’autre part, le cas des
miroirs horizontaux se raméne a celui des
miroirs verticaux. Il suffit de prendre une
penteb/a au lieu dea/b et le probleme des
miroirs horizontaux se ramene a celui des
miroirs verticaux.

Lorsque le rayon lumineux tombe
exactement sur le coin d’un miroir croix, nous
conviendrons qu’il revient exactement sur ses
pas. Cela correspond a la limite par continuité
du cas ou le rayon touche un miroir tout pres
d’'un coin, et cela correspond aussi a ce qui se
passe pour sa projection horizontale et sa
projection verticale, identiques aux projections
de la trajectoire sur une grille verticale et sur
une grille horizontale de miroirs.



1) Grille de miroirs verticaux
1-a) Rappels sur la droite discréte

Prenons une droite de pente positie aveca etb entiers positifs et premiers entre
eux (la fractiora/b est irréductible). Selon gueest inférieur ou supérieurta la pente
est inférieure ou supérieure a 1. Dans tous ledaasoite passant par l'origirn@ peut
étre approchée par des points rasants situésgustessous, avec des coordonnges (
[ax/b]). La suite (1) des restes de la division dg parb obéit a la récurrenag+1 = U,

+ a[b] avecup = 0, etu, /b est la distance verticale qui sépare les poirganta de la
droite. Il suffit de parcourir le segme@t O avec O’ (b, a). Le parcours de la droite
correspond a la répétition périodigue du parcoersalsegment. Rappelons que la suite
(un) est une permutation dé,. Commencons par multiplier pdr les distances
horizontales et verticales : les graduations vanb@&n b, les centres de miroirs sont
maintenant séparés par une distame¢ non plus 1, et la distance verticale sépaest |
points rasants de la droite est maintenant un nemier, en 'occurrenag,

Au lieu de prendre les points rasants au-dessouseot prendre les points rasants au
plus pres, au-dessus ou en dessous. Quadépassd/2, le point le plus proche est
maintenant au-dessus, et la distance (vers lechade sépare de la droite dst up.
Appelonsy, la suite des distances verticales entre la datites points entiers les plus
proches. On &, = u, Siu,<=b/2, etv, =b —u, sinon.

Exemples

. pentea/b = 3/8 :

suite () 036147
quotient[X/8] 000111
suite () 032141
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. pente 8/3 :

suite (n) 0210
quotient [&/3] 0 2 5 8
suite ) 0110

On note que la suitev{) présente une symétrie centrale, puisque la pseigne
arithmétique de raisoa (modulo b) de gauche a droite est aussi une progression
arithmétigue de raisona-en allant de droite a gauche.

1-b) Mot associé a la trajectoire

Prenons comme origin® le centre d’un miroir. Supposons d’abord les mgoi
infiniment petits, de telle sorte qu’ils ne fontcan obstacle jusqu’au poiX (b, a). La
trajectoireOO est une ligne droite. Puis grossissons progressant la longueur des
miroirs. Quand la demi-longueur d’un miroir atteiht(ou un et des poussiéres), un
demi-miroir couvre les graduations O et 1 soit Merbaut soit vers le bas, un premier
miroir traverse le segmefO’, et un deuxiéme miroir symétrique par rapportlieu
de [OO] est aussi traversé, a cause de la symétriealende la suitevf). Cela signifie
gue la trajectoire subit deux réflexions, ce quiieet a plier deux fois la trajectoire
jusqu’ici linéaire. La nouvelle trajectoire en lgyrbrisée conserve sa symétrie par
rapport & son propre milieu. Il en est de mémeglegsl'on continue d’allonger les



miroirs. Lorsque la longueur d’'un demi-miroir atiei2 (ou 2 et des poussieres),
couvrant les graduations 0, 1, 2, deux nouveauxndd se produisent, eux aussi
symétrigues, et la trajectoire est toujours syrmgégipar rapport a son milieu. Il en est
ainsi pour chaque longueur des demi-miroirs : B, 2,., [b/2].

Reprenons la suitev{) définie ci-dessous, et prenons les longueursilplessdes
miroirs. Si un miroir recouvre les graduations GLebn découpe la suite,] en trois
intervalles, le premier entre 0 et 1, jusqu’au pegmebond, puis de 1 jusqu’a l'autre 1,
ou a lieu le deuxieme rebond, et enfin de 1 & Oadwajectoire touche finalement un
miroir en son centre. Les longueurs de ces traexrvalles donnent un mot, formeé de
trois lettres (ici des nombres) associé a la ttajge De nouveaux intervalles
apparaissent lorsque la longueur des miroirs auggmenle mot s’allonge.

Exemples

. 5/8

u: 052741630

Vi: 032141230

«miroirs de demi-longueur1:@ 2 14 12 3 0

mot de trajectoire : 32 3
Cela signifie que I'on avance d’abord horizontaletde trois pas vers la droite puis,
apres rebond, on fait deux pas vers la gauchenfiet apres rebond, on fait trois pas
vers la droite, pour « s’arréter » au centre d’uroim
«miroirs de demi-longueur2:3 214 123 0
mot de trajectoire : 21212
miroirs de demi-longueur3:3214 1230
mot de trajectoire : 1112111

mot de trajectoire : 1111111

. 8/5
u: 031420
vi: 021120
«miroirs de demi-longueur1:@ 112 O
mot de trajectoire : 21 2

«miroirs de demi-longueur2:@ 11 20

mot de trajectoire : 11111
Propriétés du mot de trajectoire
. Il est son propre miroir, et il posséde une longumpaire,sauf dans le cas

exceptionnel ol est pair et que la longueur du demi-miroir edblggueur maximale
b/2. Dans le cas général, il est de la formemou c désigne le mot central et est le
motm mis a I'envers. Ce nombureest pair sb est pair, et impair sinon.

. La somme des nombres qui composent ce mot est adgaléongueur de la
trajectoire.

. Lors du passage d’'une longueur de miroir a la suiesec’est le nombre le plus
grand qui se découpe en deux. Les positions des tieou ont lieu les premieres
coupes, sont &* ou —a* [b]. Celles des deux nombr&soul ont lieu les¢™*coupes,
sont +ka’ ou —ka [b].

. On obtient les mémes mots paii et (b —a)/b.



Algorithme de construction de la trajectoire

On commence par fabriquer les termes des suites,let les quotients,. On en
déduit le mot associé a la trajectoire. En altetrisas signes, et en faisant des sommes
partielles, on trouve les abscisses des miroireriidieu les rebonds. Par exemple pour
le mot 323, on forme 3 -2 3: le premier reboniika a I'abscisse I3 (la distance
séparant deux miroirs étamtcomme on I'a précisé avant), le deuxiéme rebaritu a
'abscisse (3 — @) = 1b, et le troisieme a l'abscisse (1 +b3¥4b. Le quotientq

hY

correspondant au point de rebond est lié a sonnaék plus précisément cette
ordonnée edb g + u;, mais siv; est difféerent dey;, il convient de prendre le miroir au-
dessus et 'ordonnée du rebondkeég+1) —u.. On en déduit le programme :

u[0]=0; q[0]=0;
for(i=1;i<=b:i++)
{ ufi]=u[i-1]+a; q[i]=q[i-1];
while (u[i]>=b) { u[i]-=b; q[i]++:}

}
for(i=0; i<=b;i++) if (u[i]>b/2) V[i]=b - uli];else v[i]=uli];

longueur[0]=0; quotient[0]=0;k=1; oldi=0;
for(i=1; i<=b;i++)
if (vV[il<=alphab) /**alphab est la longueur entiére d’'un demi-mirtir
{ longueur[k]=i-oldi; oldi=i;
quotient[K]=q[i];
if (V[i]'=u[i]) { quotient[k]++; yr[k]=b*quotient[k]-v[i];}
else yr[k]=b*quotient[k]+V][i];
k++;
}
nbmiroirs=k;
xr[0]=0; sighe=1;yr[0]=0;
for(i=1;i<nbmiroirs;i++)
{ xr[i]=xr[i-1]+signe*longueurf[i];
line(xorig+b*zoom*xrl[i-1],yorig-zoom*yr[i1],xorig+b*zoom*xr[i],yorig-zoom*yr[i],black);
signe=-signe;

}

Trajectoires de lumiere pour une pente de 5/8, fatongueurs des demi-miroirs
égalesal, 2, 3, 4.

1-c) Trajectoire infinie
Nous avons obtenu la trajectoire lumineuse sudamgueur de période. On constate

gue le vecteur final .~  est le méme que le vectedralni .~ (sauf pourb pair
et les miroirs de longueur maximale). On passe dmgoint (0, 0) au point final noté



(%, y5). Lorsque la trajectoire se poursiavec le pointx, y;) au centre d’un miroiielle
rebondit ( = )et repart dans l'autre sens, jusqu’a attei le point (0, ). Puis
elle redémarre comme au tout débt .~ ). Et ainsi de suite La trajectoire s’en
va a linfini verticalement, mais reste confinéenslaune zone finie en projecti
horizontale.

2) Grille de miroirs croix

Avec une grille de miroirs croix, on sait que lajection de la trajectoire sur u
horizontale est la ménque celle obtenue avec la grille des miroirs vatti et que s
projection sur une verticale est la méme que @ellec les miroirs horizontaull en
découle que dans la grille de miroirs croix, lajeteoire reste confinée dans
rectangle en repassandéfiniment sur el-méme.

mot de trajectoire 212112en
projectionsur I'axe horizont:

mot de trajectoire 21en
projection sur’bhxe vertica

Trajectoire de lumiere pour une pente initi
5/13dans la grille des miroirs cro
(longueur des denmmiroirs : 4/13)

Trajectoire dans la gril Trajectoire dans la grille horizontale (r
verticale (mot de trajectoi de trajectoire 212 sur I'axe vertical
21211212 sur I'axéorizontal

Programme

Pour les calculs, on va grossir le carré unité dadgllage, en lui donnant
longueurc = ab. Ainsi, non seulement les points de la trajectsiteés sur les vertical
du quadrillage sont a coordonnées entieres, maisi @ex sur les horizontale On
peut aussi ramener la trajectoire a l'intérieumddeul carré, avec effet cyclique, en t
et en bas, ainsi qu'a gauche et a droite. Les @étds verticaux sont découpéshb
intervalles, et les cotés horizontaux e intenalles. Seules les graduatic



correspondantes sur la bordure du carré sont tesgbgr le rayon lumineux. Ajoutons
les demi-miroirs croix dans les angles du carréir lengueur espp = ka (aveck entre

0 etb/2 si on privilégie les points de rebonds verticanx pourrait prendre augsp =
K'b pour privilégier les rebonds horizontaux).

Pour simplifier encore, on peut contracter le cang&lulaire pour avoir un rectangle
de longueur horizontale et de hauteun, la pente du rayon lumineux étant alors de 45°.
La trajectoire part du somm@& du carré (ou du rectangle) pour arriver au sommet
opposé (sauf pour pair avec le miroir de dimension maximale).

D (e

ab=21
a=3

A gauche trajectoire repliée dans le carré modulaire daupentea/b = 3/7 et un
demi-miroir de longueupp = 1 . a. A droite la méme trajectoire dans le rectangle
modulaire.

Dans le programme, on commence par dessiner uniligge de miroirs croix, en se
donnant une certaine distance4lpixels entre leurs centres, d’ou Boom=Z /¢, les
calculs étant faits dans les carrés de cét@ab:

a=5; b=13; c=a*b; Z = 60./** Z longueur d'un pas sur I'écrati
zoom = Z/(float)c; /bn passe de la longueamour les calculs & sur I'écran, parzoom */
pp=4*a; L=4./(float)b; /** pp longueur de la demi croix, L longueur ramergu carré unité */
for(i=-5;i<6;i++) for(j=-4;j<5;j++)
{ line(xorig+Z*i-Z*L,yorig-Z*j,xorig+Z*i+Z* L,yorig-Z*j,black) ;
line(xorig+Z*i,yorig-Z*j-Z*L,xorig+Z*i,yorig-Z*j+Z*L,black) ;
}

Puis on lance la boucle des rebonds ou des trasemdés carrés. On utilise le
rectangle modulaire pour savoir si le rayon lumitauche un c6té vertical ou un cété
horizontal. La direction du rayon est donnée gignexqui vaut 1 ou -1 selon qu’il va
de gauche a droite ou de droite a gauche, et deerp@nsigneyselon qu’il va vers le
haut ou vers le bas. Le rayon part d’'une bordureedtangle enx( y). Il arrive sur une
bordure verticale en un point situé a une distahasu sur une bordure horizontale en
un point situé a une distandg et I'on choisit la distance la plus courte des deuxdir
PARTIE 1 dans le programid®ar exemple, sile rayon part de (0, 0), ivarenx =a
(ety =a) sur une bordure verticale, lorsqae& b.

Puis on convertit ce passage en se placant dansalkeés de cot@b: x est
transformeé eibx, ety enay, dans le carré modulaire. Si I'on se place damgiéarillage
de c6téab, le modulo étant supprimé, on passe du paitux( oldy) au point Xx, yy)
comme indiqué dans RARTIE 2du programme, ce qui permet de dessiner le rayon s



'écran, grace azoom A noter I'évolution des variablesompteurxet compteuryqui
comptent le nombre de carrés traverses.

Enfin il s’agit de savoir si le rayon touche ou nam miroir. Par exemple, il ne se
produit pas de rebond sur une bordure verticalex@i® oux = a) lorsqueay > pp et
ay <c—pp, et de méme sur une bordure horizontale. Sinooasrde rebondlég = 0),
on provogue un changement de direction du rayonegéésignexou signey comme
indiqué dans I#ARTIE 3du programme.

x=0;y=0;
signex=1;signey=1;compteurx=0;compteury=0;
for(i=0;i<30;i++)

{

if (signex==1) d1=a-x;else d1=x; MARTIE 1 */
if (signey==1) d2=b-y;else d2=y;

if (d1>d2) d=d2; else d=d1;

flag=0; oldx=b*x+c*compteurx;oldy=a*y+c*compteury; /* PARTIE 2 */
x+=signex*d; y+=signey*d;

xx=b*x+c*compteurx;yy=a*y+c*compteury;
line(xorig+zoom*oldx,yorig-zoom*oldy,xorig+zoom*xyorig-zoom*yy,black);

if ((float)b*(float)x>pp && (float)b*(float)x<(float)c-pp) /* PARTIE 3 */
{if (y==0) {y=b; compteury--; flag=1; }
else if (y==b) {y=0; flag=1; compteury++;}

}
if ((float)a*(float)y>pp && (float)a*(float)y<(floa)c-pp)
{if (x==0) {x=a;flag=1; compteurx--; }
else if (x==a) { x=0; flag=1; compteurx++; }

}
if (lag==0)
{if (d1<d2) signex=-signex;
else if (d2<d1) signey=-signey;
else if (d1==d2) break;
}
}

3) Le billard complémentaire

Dans la grille des miroirs croix, remplacons lesams par des trous et les trous par
des miroirs, sans changer le point de départ danrdymineux, situé maintenant au
milieu d’'un trou. On obtient ce que I'on appelle ddlard complémentaire. Comme
auparavant, il suffit de se placer dans une gubeticale de miroirs pour avoir la
projection horizontale de la trajectoire dans leamicomplémentaire.

+ 4+ + + = o=
_I_ _I_ _l_ _‘L Grille de miroirs

—r I l I | croix et a droite le

_l_ + "“ "|" | | | | billard complémentaire
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Mot de trajectoire pour le billard complémentaire vertical

Il existe un lien entre les mots de trajectoire mpda billard vertical et son
complémentaire vertical aussi. Les points de rebduod billard complémentaire
correspondent aux passages dans des trous dul lliaal et vice-versa. Etant donnée
la pente initiale a/b et la longueur d’un demi-tkalorsque le c6té du carré de base est
ab, aveck entre 0 eb/2), les mots associés aux deux types de billadésluisent de la
progression arithmétique modulaire associée a a/b.

Exemple :a/b = 3/7 etk = 1 (1 .a est la longueur d’'un demi-miroir vertical pour le
billard vertical initial et d’'un demi-trou pour k&llard complémentaire).
suite():03625140
suite ) : 0 3 12 2 13 0 soit2 3 2 pour le billard initial (le miroir oape les
graduations O et 1 en bas et en haut)
ou 03122130 soitl12121pourlecomplémentaire (on padre
arrive en 0, et le miroir occupe les graduatioes 2).

Les deux mots présentent un effet miroir, et [dkomgueurd. etL’ vérifient :

L+L' =b+1.

L’algorithme de passage du mot de billard vertimalmot du complémentaire est
simple : sous les deux nombres aux extrémités duddillard, on place deux points.
Puis sous chaque nombmedu mot de billard on place — 1 points. Enfin on lit les
distances successives séparant tous ces poingienjbutant 1, cela donne le mot du
complémentaire. Par exemple pour 3/7 :

2 3 2

oo oo oo doul2121

Une différence essentielle apparait: Si pour leardi vertical normal le mot de
trajectoire s’arrétait au milieu d’un miroir (ourgale coin d’une croix), ici il sS’arréte au
milieu d’un trou. Que va-t-il se passer ensuiter?di3tingue deux cas :

. b est impair. On sait que la longuduidu mot du billard vertical est impaire.
AveclL + L’ = b+ 1, la longueut’ du complémentaire est aussi impaire, ainsi que le
nombre centrat, le mot s’écrivantn ¢ m Cela entraine qu’a la fin le vecteur final du
rayon lumineux est le méme que le vecteur inigalf _~ . D’autre part la
variation d’abscisse entre le début et la fin njgas nulle' Il s’ensuit que le rayon
lumineux poursuit sa course a l'infini suivant lkagesx, en répétant le méme motif.

. b est pair. La longueur du mot du billard vertical est impaire (sauf damsads
exceptionnel indiqué auparavant, avec des miragupant toute la place, ou aucun
miroir pour le complémentaire) , mais a causeLdel’ = b + 1, la longueul’ est
maintenant paire. Cela, joint a I'effet miroir dwitnprouve qu’'a la fin du parcours,
I'abscisse du rayon lumineux est la méme qu’au dgpaqu’avec un vecteur initial de
la forme A le vecteur final est

! Le mot estm ¢ mavecc impair. Distinguons deux cas. Si la longueurndest paire, et que
la somme alternée des nombresndestq, la somme alternée dm est aussq, et la somme
alternée des nombres dec_mestq + ¢ + q = 2g + ¢ qui ne peut étre nulle, comme somme d’un
nombre pair et d’'un nombre impair. Si la longueeindest impaire, la somme alternéerde m
estq—c + = 29 —c, jamais nulle non plus.



En projection sur I'axe horizontal, la trajectoime cesse d'osciller symétriquement
autour d€O, dans une zone finie.

Conséquence pour le billard complémentaire des miis croix, avec ses miroirs
horizontaux et verticaux :

La pente est/b par rapport a I'axe des etb/a par rapport a I'axe des y. L'un des
deux nombres ou b est forcément impair. On distingue trois casafBiest de la
forme pair/ impair, la trajectoire va s’en allef’iafini horizontalement, en restant
confinée verticalement. Si/b est de la forme impair/pair, la trajectoire s'em &
I'infini verticalement et reste confinée horizomadent. Enfin se/b est de la forme
impair/ impair, la trajectoire s’en va a linfiniuasi bien horizontalement que
verticalement.

Les trois types de trajectoires selon les valea&l: pair/ impair (4/9), impair/pair
(5/8) et impair/impair (5/9)de gauche a droitédans tous les cas on a pris une longueur
des miroirs égale a celle des trous)

Pente moyenne de la trajectoire dans le cas alb= impair/impair

Prenons I'exemple da/b = 5/9, avec la longueur des trous égale a celenuieoirs
(voir dessin ci-dessus a draiteDans le rectangle modulaire de cObést a, le demi-
trou occupe 9/4 = 2 graduations sur la hauteub/4t= 1 graduation sur la longueur
(dans le carré de coteé 45, la longueur du demi+ttesure 9 . 5/4 =11,2).

. Pente 5/9 : la suite/est: 04 132 2 31 4 0dou le mot de trajectoire
du complémentaire vertical : 1 2 32 1, avec 'sdsefinale 1 -2+3-2+1=1

. Pente 9/5: la suitev(est: 01 2 2 1 Odou le mot de trajectoire du
complémentaire horizontal : 21 2, et l'ordonni@éale 2 -1 +2 = 3.

La pente moyenne de la trajectoire est 3/1 = 3.

4) Ruban lumineux dans la grille de miroirs verticaix

Jusqu’ici nous avons fonctionné en mode discretaegant un seul rayon lumineux
issu du centre d’'un miroir vertical. Si le miroioraporte plusieurs graduations ou se
produisent des rebonds, on peut considérer qugis’de nouveaux points de départ
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pour lancer des rayons, ce qui ne fait que produiredécalage cyclique dans le mot
associé a la trajectoire. Mais on ne peut gueee plus loin.

Aussi allons-nous placer dans un nouveau contextemnode
| I | | non plus discret mais continu. Désormais, chaqueé cdu
| | | quadrillage mesure une unité, et on lance un ru,barinel_Jx a
partir de tous les points d’'un miroir (avec desoomtkes qui sont
| | | | des nombres réels) suivant une direction donné@edéep, qui
n'est pas forcément un nombre rationa#d. Pour simplifier, on
¢| | prendra seulement le cas ou les miroirs occupeméme place
gue les trous, soit 0,5, ainsi gu'une pgmentre 0 et 1. Dans le carré modulaire de coté
unité, ou l'on peut replier les trajectoires, chagquaversée du carré provoque une
variation d’'ordonnée dg, ramenée modulo p,étant la pente des rayons. Le nombre de
traversées du carré pour aller d’'un miroir a unreautonnera progressivement les
trajectoires des rayons. Le probléme peut donaétoemulé de la fagon suivante.

On a des plots de longueur 0,5 régulierement espas@c des vides entre eux de
longueur 0,5 aussi. Un robot est programmé poue faniquement des pas qui sont des
multiples d’'un pas élémentaire de longupull part d’un point situé sur un plot, et doit
marcher en restant constamment sur les plots, isantaa chaque fois un pas de
longueur minimale (celui-ci étant un multiple disgdémentair@). Le mot associé a la
trajectoire est formé de la succession des nond&gms €lémentaires qu’il doit faire a
chaque fois.

1 3 1 2 1 2

Exemple avep = 0,3 et départ a I'extrémité gauche d’un plot,
d’ou le mot de période 131212

Comme dans I'exemple ci-dessus, lorsguest un nombre rationnalb (oua etb
sont premiers entre eux), le mot de trajectoire pgstodique. Au bout de quelques
étapes, la trajectoire retombe sur la méme posifiencelle gu’elle avait au départ sur
un miroir. Plus précisément, cela arrive pour lassgietite valeur d’'un entier posikiftel
gue k p soit un nombre entier, soit por= b. La somme des nombres formant la
période du mot est toujours égalb.a

Restons dans le cas ou la pente est rationneke,pav a/b, et grossissons le dessin
en multipliant les distances plarDésormais, chaque pas du robot tombe sur un reombr
entier. Le miroir qui mesurait 0,5 mesure maintér@b b, qui est une valeur entiere
pourb pair, et sinon un nombre non entier ayant 5 corparge décimale. On va alors
utiliser le mot de droite correspondant, obéissamt.; = u, + a [b] avecup = 0, en
s’aidant aussi des quotiergssuccessifsrfa/b]. Pour des raisons théoriques nous allons
considérer le miroir comme un segment ouvert dex détés, de la forme ]0[, que
nous pouvons écrire [0b-]. La suite (1) va nous donner les graduations sur lesquelles
tombent les pas élémentaires, ramenés mdauBur une longueus, le miroir occupe
la moitié des graduations et le trou I'autre moitRécisons cela dans les deux cas
concerneés.
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Premier cas :b pair.

. Reprenons I'exemple ge= 3/ 10.

Suite (1) 036925814«

guotientq 00001112223

En supposant que I'on part de 0+, les graduationshidoir sont O+, 1+, 2+, 3+, 4+,
et 'on ne prend pas 5+ qui est en dehors du mit@rquotient augmente (de 1) pour
chaque descente dans la suitg).(Juste apres une descente, la valeurudest
inférieure da = 3, soit 0, 1, 2 et le pas correspondant tombeusumiroir. Mais on
tombe aussi sur un miroir pour les valeurs 3 e¢ 4ug). Le mot de trajectoire s’obtient
en lisant les distances successives entre lesrgadew(,) situées entre 0 et 4, celles se
produisant aprés une descente, et les autres.

~ N N
03692581470
1 3 3 1

. Cela se généralise pour les valeurspdsomprises entre 0 et 0,5. Le mot de
droite est une permutation desiombres d&,,. La trajectoire a partir de 0+ s’obtient en
prenant les valeurs deg entre 0 eb/2 — 1 : il y a celles juste apres une descente, qu
sont inférieures a, et les autres. Ainsi chaque graduation des rsimét touchée, une
fois et une seule. A partir de la trajectoire patride 0+, on en déduit celles partant de
1+, 2+, ..., b/2 — 1)+, qui se déduisent par des décalages agdigPar exemple pour
3/10, a partir de 13312 pour 0+, on trouve 12133 da-, 31213 pour 2+, 33121 pour
3+ et 21331 pour 4+. Maintenant, faisons une teditsl de O+ a 1- : la trajectoire issue
de 0+ ne change pas. Il en est de méme pour lessase déduisant par décalages
cycliques. Ainsi sur chacun des points des intésgdD+ 1-], [1+ 2-], ..., la trajectoire
est la méme. Il y a exactemeb2 rubans lumineux, autant que d’intervalles de
longueur 1 sur le miroir, donnab#2 trajectoires périodiques, chacune de longbér
et celles-ci se déduisent les unes des autresepatatalages cycliques.

* Si b/2 est impair, la trajectoire (sur une période) @stlongueur impaire, son
vecteur final est le méme que le vecteur initial.clhaque période, elle repart dans
lautre sens. Il s’ensuit que la trajectoire infinse projette horizontalement sur un
segment de longueur finie. Par exemple pour 3At€¢ éa période 12133, la variation
d’abscisse est 1-2+1-3+3 = 0, et la projectionZwriale des trajectoires est entre -3 et
3.

* Si b/2 est pair, la période est de longueur pairehatjae période redémarre avec
le méme vecteur, avec un décalage d’'abscisse, gd@ générale (sauf si I'abscisse
finale est la méme qu’au départ, comme cela apower 3/8 par exemple). La projection
horizontale de la trajectoire devient infirfie.

Exemple : 7/20

Suite o)) : 0 711 1815 29 16 310 17 411 18 512 19 613 O,doula
période 1 21212 33 3 2. En partant de (0,Q)éaode se termine en (-1, 7). La
période suivante se terminera en (-2, 14), etc.

% Dans le cas présent, la longueur d’un trou esepha trajectoire issue de 0+ posséde un
pas élémentaire qui tombe au milieu d'un trou. Bt alors dans le cas du billard
complémentaire ou I'on partait du milieu d’'un treti)'on retrouve le méme résultat.
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. Lorsquep est compris entre 0,5 et 1, il suffit de prendrariot de droite de
pente 1 p, et de le lire de droite a gauche, on aura amsidjectoire cherchée. On
peut donc toujours se ramener a une pente comense 0 et 0,5. Par exemple la
trajectoire associée @ = 7/10, est la méme que celle associée a 3/1G amiisant
celle-ci de droite a gauche, soit a partir de @3331.

. Revenons au cas ou Op<< 0,5. Pour savoir combien de fois se trouve la
longueura d’'un pas élémentaire dans un trou de longbé&ron forme p/(2a)]. Quand
le pas élémentaire est a I'intérieur strict d’'uouirla lettre associée dans la trajectoire
est p/(2a)] + 2. Quand le pas empiéete sur un miroir (un)platgauche ou a droite, la
lettre est P/(2a)] + 1. Quand le pas se fait dans un miroir, laréeest 1. Le mot de
trajectoire est formé de trois lettres.

Notamment, dans le cas ou 0,2% < 0,5, le mot de trajectoire est formé des trois
lettres 1, 2, 3.

Deuxieme cas b impair

Maintenant, en faisant un zoom égab,de miroir mesure 0,B, et il présente un
nombre entierb de graduations de longueur 0,5 (mais pas un norehter de
graduations de longueur unité). Les graduationgmst sur un plot (miroir) sont au
nombre delf + 1)/2, et les non entieres au nombrelde 1)/2

Prenons I'exemple de = 4/11. Un plot mesure 5,5, les graduations eggiatlant de
0ap-1)/2 =5. La suitewg) s’écrit :

0 48 159 26 10 37 Odoulemotl 2 1 2 3 2de longueur 6 qui
donne la trajectoire de 0+ (extrémité gauche dt).ples trajectoires de 1+, 2+, 3+, 4+,
5+ s’en déduisent, par décalages cycligues. Quaravance de 0,5— a partir de ces six
points a valeurs entieres, la trajectoire ne charage Mais partons maintenant de 1-: la
trajectoire, qui était 1 2 3 2 2 pour 1+, devient 1223 de longueur 5, a cause du
passage de 0+ a 0 —. Il en est de méme pour teymiets de l'intervalle (0,5+ 1-). Le
méme phénomene se produit sur les intervalles (25+(2,5+, 3-), (3,5+, 4-), (4,5+,
5-), avec un décalage cyclique dans les trajectaiedongueur 5.

Pour la pente 4/11, avec le plot divisé en 11 piat6,5 chacune, trajectoire de dr+
rouge(123212), et trajectoire de &n bleu(12332)

Cela se généralise. Le plot de longue@st découpé enmintervalles, d’ou parterti
rubans lumineux. Ceux-ci ont une trajectoire eeralince de longueub ¢ 1)/2 et de
longueur b — 1)/2, les premiers étant au nombre lole (1)/2 et les seconds au nombre
de b — 1)/2. Leur longueur est soit paire, soit impaien projection horizontale, une
partie des trajectoires reste dans une zone fati€autre s’en va a l'infini (sauf cas
exceptionnel ou I'abscisse du miroir final est lame que celle du miroir initial).

Comme dans le cas avb@air, on peut se contenter de prendre les pentes @ et
0,5.
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Traitement du cas ou 0,25 p < 0,5

Replaconsious dans le cadre ou le miroir mesure 0,5. Etopk-nous sur le plot
initial avec un point de dépax compris entre 0+ et 0,5-.nEappelantf la fonction
faisant passer d'un plot au suivaret en prenant comme origine des abscis
'extrémité gauche du plot ou I'on tombe, le premigbond a lieu a I'abscis f(x), le
deuxiéme erf(X), etc. Ce plot initial est découpé en trois patly, I, |3, selon que la
trajectoire commence par 2, 3. On vérifie aisément que :

I.=(0, 0,5-p), et f(l1) = (p, 0,5).
I3=(0,5—p, 1-2), et f(l5) = (- 0,5, p).
lLb=(1-2, 0,5), etf(l,) = (0, D - 0,5).

|
|
5|
T
|
|
|

Rubans lumineuxa gauch pourp = 0,3 (= 3/10) aveb/2 = 5 rubans lumineux ¢
projetant horizontalement dans une zone fia droitepourp = 0,4 (= 2/5) aved =5
rubans lumineux, dont deux s’en vont a I'infini gmojection horizonta

5) Trajectoire avec une pente irrationnells

Voici le contexte :Partons d’'une grille de miroirs verticaux avec lmrgueur de:
trous égale a celle des miroirs (soit 1/2), etdeascun rayon lumineux a partir du cer
d’'un miroir, avec une pente irrationnelle mainten

Le nombre irrationnel correspondant s’écsous forme de fractions continue
infinies [ap. a; & a3 ...], et les fractions réduites associPyx / Qx oscillent autour du
nombre irrationnel en s’en approchant de plus as ptesCes fractions constitueres
approximantgationnels de la pente irrationnelle. Notre objeesit de savoir comme
évoluent les mots de droites ayant comme pentaémhstes. Comme deux réduif
successives sont proches, avec un dénominateurlal@anbissance est donnée pa
formule Qu+1 = ax Qk + Qk-1, les mots correspondants ont un début qui leucasamun,
et il existe une zone |, malgré la faible variation de penteg sont exactement |
mémnes miroirs qui sont touch et les mémes trous traversés. De la on peut clrei
établir deformules de récurrence sur les m

Pour fixer les idées, nous allons traiter le caslad@ente irrationnelleéégale au
nombre d'orp’= (\/5-1)/2. Les fractions réduiteB(k) sont de la formef(k) / f(k + 1)
ou f(k) est le nombre de Fonacci d’ordrek. AinsiF(1)=1/1F2)=1/,F@)=2/



14

3,F(4)=3/5,F(5) =518, etc. AppelonBly le mot de droite correspondant a la pente
de la réduite d’ordr&. Grace aux relations sur la suite de Fibonaccgé@montre que :

. Mok =M 2k_2M2k_3Mo_2 k>3)

. Mok+1=MakMok_3Mak-2=M 2k -2M 2k 3M k-2 M 2k-3M 2«2

a condition de tenir compte de la singularité soiga pour les fractions réduites de
la formeFs 1 6q, le dénominateur est divisible par 4 et méme p&@rBest dans le cas ou
un miroir est atteint a son extrémité. On considdises deux cas: on prend cette
extremité et il se produit un rebond lorsque I'dstient le motMs . ¢ Par contre
lorsqu’'un mot de cette forme intervient comme gadiun mot a l'intérieur d’'une
formule de récurrence (il s’agit alors Mey — 3 notamment dan®l ok =M o _ 2 M 2 —3
M 2« _ 9, on considére que I'extrémité du miroir n’est paspoint de rebond. Ainsi le
motMs . g N'€St pas exactement le méme selon ces deux cas.

Exemples

M]_: 1,M2 = 2,M3= 3.

My, =212, etl'on aaussil, M; M, = 212

Ms = 21212, en prenant I'extrémité d’'un miroir compant de rebond, et I'on a
aussiM4 M; M, = 21212. Mais dans la suite on prenblia= 323.

Me = 2123 212= M4 M3 M.

M7 = 2123212_3 212= Me M3 M4.

Mg =21232123232123212= Mg M5 Mg (a noter que I'on a prisls = 323).

Exemple de la pent&(10) = 55/ 89 avec les miroirs croix.
La projection horizontale de la trajectoire donmenotM;o comme
concatéenation des mad4 (en rougg, M7 (en verj etMg (en noir).

On en déduit que la longueur des midisest toujours impaire, que I'abscisse finale
xf(k) décrit un cycle périodiqueget que les bornes de la trajectoire subissent une

% Grace aux relations de récurrences sur les motgnodéduit que I'abscisse finale de la
trajectoire obéit aux relations :

xf(2k) = 2 xf(2k — 2) —xf(2k — 3) etxf(2k + 1) = 3xf(2k — 2) — 2xf(2k — 3) avec au départ
xf(1) = 1,xf(2) = 2,xf(3) = 3, mais cela sous réserve que les mots fierte Ms . ¢ donnent la
méme abscisse finale lorsqu’ils sont écrits desxdigons possibles, ce qui se vérifie
expérimentalement pour les premiéres valeurs. Ouvér pour les abscissef(k) un cycle
périodique de longueur 12, en l'occurrencetie) axf(12): 123343321101.
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croissance lente. Lorsqlkeaugmente, la trajectoire a une grande longueitrf(&e1),
mais elle reste confinée dans une zone relativepetite autour de l'origine, comme
'indiquent les dessins suivants.

Fi0=55/89 Fi1, =144 /233 Fi14=377 /610

Jr
; EDF +
A o+ o+
A //
4 A e A A

Fi16 =987 /1597 Fi1g= 2584 /4181 Fa0= 6765 /10946
(en rougeenen vert le point de départ et le point final de la trégée)



