Le paradoxe du pentagone des milieux

Tout commence par un paradoxe, entre la théorida gbratique. Prenons un
pentagone étoilé régulier (inscrit dans un cereleayon 1). Les milieux successifs des
cing cotés du pentagone forment a leur tour unggemte étoilé régulier, pour des
raisons évidentes. En grossissant ce pentagoneniliesix, on peut S’arranger pour
gu'’il ait les mémes dimensions que le pentagont@lir{le grossissement a faire est de
4 cosn/5), il subit seulement une rotation de/2 par rapport au premier. Prenons
ensuite les milieux du pentagone obtenu, on a engorpentagone régulier étoilé, que
I'on grossit comme auparavant. Répétons ce pasaagmilieux autant de fois que I'on
veut, on a toujours un pentagone régulier étoiiéaurne sur lui-méme. Voila pour la
théorie : aux rotations prés, le pentagone régudimilé est un «point fixe » de
I'opération de passage aux milieux.
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A Le pentagone régulier étoilé (de sens direct) et le
pentagone des milieux, lui aussi regulier étoitécti

1

Maintenant, faisons de méme expérimentalementpsiinateur. Les coordonnées
des points sont des nombifésttants et méme dedouble pour avoir le maximum de
précision. Que constate-t-on ? Au bout de queldiéeations de passage aux milieux
- une trentaine environ -, on tombe sur un polygomevexe ! Ainsi le fait de ne pas
avoir un polygone régulier étoilé parfait au dépkas nombresioublen’étant qu’une
approximation des nombres irrationnels intervemtamts les coordonnées des sommets
du pentagone étoilé, cela provoque un renversedeela situation, avec I'apparition de
formes convexes.
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Par contre, si I'on part d'un polygone régulier wexe, on obtient éternellement un
polygone régulier convexe.
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En termes de « points fixes », I'instabilité desrfes polygonales étoilées va de pait
avec la stabilité des formes convexes. Il restgpdicrier ce phénomeéne. Cela va nous
conduire a travailler dans 'anne@(z)/(Z" — 1), a relier les polygones a des polynémes
et a des matrices circulantes, avec de facon smesde une transformée de Fourier.

Polygones, polynbmes et matrices circulantes

Un pentagone, et plus généralement un polygoms@nmets numerotés, est défini
par les coordonnées de gesommets successifs, chacun pouvant s’écrire soosef
d’'un nombre complexe, soig], ai, ..., ar-1]. Un polygonep n’est autre qu’un vecteur
de C". Dans ces conditions, I'addition de deux polygoagant le méme nombre de
sommets se ramene a I'addition de deux vecteursn@odans I'exemple suivant :

Addition du polygone régulier convexe direct (dénsercle de rayon unité, avec son
sommet numéro 0 en (1,0)) et du polygone étoilé&aéatidans un cercle de rayon 0,5, et
ayant subi une rotation de 3 radians par rappopadygone de base ayant son sommet
0 au point (1,0). On a dessiné en rouge les vexfeignant I'origineO du repére au
sommet 1 : I'addition des deux premiers donnedesigme.

Le programme correspondant est simple :

[* premier polygoné/
for(k=0;k<n;k++) { ax[k]=cos(deuxpi*k/(double)n);ydk]=sin(deuxpi*k/(double)n); }
dessin
[* deuxieme polygore
for(k=0;k<n;k++) { aax[k]=cos(2.*deuxpi*k/(double)naay[k]=-sin(2.*deuxpi*k/(double)n); }
r=0.5; theta=3.; _
for(k=0;k<n;k++) /*multiplication des deux nombres complexe= ", aa */
{ oldaax[k]=aax[K];
aax[k]=r*cos(theta)*aax[k]-r*sin(theta)*aayfk
aay[K]= r*cos(theta)*aay[Kk]+r*sin(theta)*olda[k];
}
dessin
/* somme des deux polygoriés
for(k=0;k<n;k++) { aaax[k]=ax[K]+aax[k]; aaay[K]=4k]+aay[K]; }
dessin

Le passage au polygone des milieux revient a paesgrau milieu 6o + a;)/2, dea;
a@ +a)2, ..., deays a (@1 + ag)/2. Cela revient a faire agir une application imé
de matriceQ sur le vecteur polygorng avec :



11000 1100 0fa]| [(@+a)/2]

01100 0110 0y (y+ay)/2
Q:l 0 0 1 1 o|etlonabien szi 0 011 0|al|=|(a+ag/2

200011 200011a3 (ag+ay)/2

1 0001 1 00 0 Ia| [(a4+a)/2]
ici pourn =5.

Cette matriceQ est un cas particulier de matrice circulante. Dartsas général, une
matrice circulante est de la forme :

b by b b b
b B b b b
b, b B b b (pourn=5)
by b, b K b
b, by b b

avec un décalage cyclique d’'un cran lors du passage ligne a la suivante.

Notre probléme se généralise a celui de I'actioind’ matrice circulante sur un
vecteur.

1) Quelques propriétés des matrices circulantes

Considérons la matrice décaldggede la forme
0O 00 01

1 0000
D=0 1 0 0 O0},icipourn=5.
00100
0 0010

On vérifie aisément que les puissances succesdwdy s’obtiennent en faisant
coulisser en descente les diagonales formées aeetD" = |. Une matrice circulante
guelconque&, comme celle donnée ci-dessus, s’écrit :

Q=Dbgl +b;D +b, D? + L o D",

Faisons maintenant le produit de deux matricesileintes,Q avec ses termds et P
avec ses termes.

QP = (bol + byD + b, D + ...+ byy D" (agl + ayD + @, D* + ....+ a1 D™). Ce
produit donne une combinaison linéaire des puissaiie la matrice décala@®y de
D° = | aD"?, puisqueD" = I. Il s’agit donc d’'une matrice circulante, eineme les
puissances dé commutent, le produit est commuta@fP = PQ.

On constate aussi que cela revient exactementnaltgplication de deux polynémes
a coefficients complexes, moduid -1 ( ce qui signifie que 'on remplac par 1).
Avecq(z) =bp+biz+ b, Z+ ... +b 2 et p@=aptaz+ @ Z + ... ta1 27 le
produitq(2) p(z) de ces deux polyndmes donne le méme résultakeqoi@duitQP des
matrices, en remplacabt parZ.



On remarque enfin que le prod@p de la matriceQ avec le vecteur polygone
revient aussi a faire le produit des deux polyndg(@sp(z) moduloZ” - 1. Le résultat
de ce produit peut s’écrire comme un vecteur poiggéormé des coefficients des
puissances successives Zdl s’agit d’ailleurs de la premiere colonne dentatrice

produit circulanteQP. Notre probléme se raméne a un produit de polysdmedulo
Z'-1.

Par exemple, pour avoir le pentagone des milieparéir du pentagoneaf, a;, ..
ay], il suffit de faire le produit :
0,5(1 +7) (ap+ arz+ @ Z +asZ +as 2*) avecZ =1
= 0,5@0+ a1) + 0,56; + &)z + 0,5@, + a3)Z + 0,565 + ax)Z’ + 0,564 + ag)Z’

2) Changement de base

emes 3

Prenons les racinesn®™°complexes de I'unité, soit In, ? @°,..., ®"", formant
les sommets d’'un polygone régulier dans le cerol&paveas = €%*° de coordonnées
(cos /5, sin Z/5). On peut aussi bien prendre les conjuguéesederacines, soit

1,0,6",...,a" ", ce qui donne le méme polygone régulier mais patcoans l'autre

sens. Un polyndmp(z) prend les valeurp( cT)j) sur ces racines conjuguées, et grace a
la formule d’interpolation de Lagrange, on a :

n-1 .
P(D= A b(Y+ H@) L( I+ ) b( e+ @) Li(EY @) 1)
j=0
ou lesL; sont les polyndmes (uniques) qui valent 1zehet sont nuls pour toutes les
autres racines (conjuguées) de I'unité. On veégtie :
Lj(z)=1(1+a)j 2+ Z+ow¥ 2+ 40D T
n

On vérifie aussi que cespolynémes forment une famille libre, et par suite base.
Ainsi le polyndmep(z)=ag + aiz+ @, Z + ...+ an1 2%, de coordonnéeg dans la base

1,z Z, ... 2%, a pour coordonnéq¥ @') dans la base dds.' En fait on va plut6t
prendre comme base les polyndrigsels que :

Ki(2=1+w 2+ Z+w¥ 2+ 40D 77
(@)

et dans cette base, le polynop{g a pour coordonnéeg— avec

n

n-1 —j

o) = Z%K,-(z)
i=0

? La matrice de passage donnant les anciennes cowesa; par rapport aux nouvelles
p(«') a pour vecteurs colonnes dgsinversement, la matrice de passage faisant pdsser
anciennes aux nouvelles coordonnées est
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Géométriquement, les polynomléﬁsont les polygones obtenus en joignani drj
les images dea racinesn®™*de I'unité a partir de la racine 1. Notammégtest le
polygone réduit au point (1, OK; est le polygone convexe régulier en joignant les
racines successives d&},; est le méme polygone convexe mais parcouru dasenke
rétrogradeK; est le polygone régulier obtenu en joignant lenes de deux en deux, et
il est étoilé poun impair ...

Pourn =5, on a les cing polygones de base suivants :

) X X L

Tout polygone @ sommets numérotés de a 1 est une combinaison linéaire de
cesn polygones de bad§. Remarquons que par translation on peut toujoarsasger
pour que le polygone initialement choisi ait somtoe de gravité en l'origin® du
repere. Dans ces conditions, la coordonnée assad&galevient nulle, puisqup(l) =
Qptat ... +a,1 =0, etl'on n'a plus a faire jouer le polygoneamido.

Evolution de polygones sous l'action répétée d’uregpplication
linéaire de matriceQ circulante

On dispose de la propriété suivante, facile a w&rif Une matrice circulant®,
correspondant a un polyndme(z), a pour vecteurs propres les vecteuds

précedemment définis, et les valeurs propres assosontl; = q(@').

Faisons agir I'application de matri€esur un polygon@. On obtient un polygong
tel quep’ = Q p. En termes de polynémes (modulo-1 comme toujours), cela s’écrit
P'(2 =a(2 p(2). Dans la base des vecteurs promjeshe polygonep a pour coordonnées

IO( @) )

et le polygonegy’ a pour coordonneeég—ﬁ = p( q(a)J) par définition

des valeurs proprésSi I'on répéte I'opératiork f0|s, sous Ieffet deQ® on obtient le

=)
polygone de coordonnéeg@/}jk. Dés lors toute I'évolution des polygones dépend
n

des valeurs proprés, c'est-a-dire des valeurs du polynoafe) en @ .
1) L'exemple des polygones des milieux

Partons d’un polygone an sommets, de centre de grav@eEn prenant les milieux
des cOtés successifs, on obtient le polygoreQ p, et le polynbme opérateur faisant

% Constatons au passage qu'il est beaucoup plus fiifaire le produit de deux polynémes dans la
base de& que dans la base canonique. C’est justement e®ns d'étre de la transformée de
Fourier.



passer d@(z) ap'(2) estq(2) = 0,5 (1 +2"%) comme on I'a vu, soiv’(2) = q(2) p(2).Les
valeurs propres associées sont :

A =q@)=0,5&"™)=05#aw

Les modules des valeurs propres, sans comiptgui ne joue aucun role, sont tous
strictement inférieurs a 1. Par itération du preass les polygones des milieux
successifs convergent vers le polygone p@ntpuisque chacune des coordonnées
associees a la base dggend vers 0, sous I'effet des puissances suc@ssdrs valeurs
propres. Pour éviter cet effet réducteur, on peatiquer un zoom a chaque étape, ce
qui revient a multiplier le polyndmgz) par le nombre régloom(supérieur a 1).

2) Ajout d’'un grossissement

Par exemple, partons d'un pentagone étoilé quasimégulier, de sens direct et
inscrit dans le cercle unité. Dans la base desgpolys de bask;, il se décompose en
K, seulement, les autres composantes étant quasimiéegg.rOn a vu géomeétriguement
gue le polygone des milieux voit ses dimensionsuitéd suivant le rapport
1/ (4 cost/5)), ou encore il devierib Ky, avec],| = cos(z/5), et I'on peut vérifier que
'on a bien 1/ (4 cosa(5)) = cos(z/5). Pour empécher cet effet réducteur, provoquons
un grossissement de 1M||= 1 / cos(2/5). Dans ces conditions la répétition des
polygones des milieux, grossis a chaque fois, cgasa composanti, (ainsi que la
minuscule composanteKs puisque 4| = [3|), mais les composantes associées aux
polygones convexds; etK, sont a chaque fois multipliées en module gaf/ |Ro| >1.

Ces composantes, si minuscules soient-elles aurtdépassissent a chaque fois, et
dépassent rapidement les composantes immuadtlest K;, au point de devenir
infiniment grandes, rendant négligeables les coruesK, et Ks. C’est cela qui fait
gue le polygone des milieux, étoilé au départ,t fpar devenir convexe. Pour s’en
assurer, montrons que toute combinaison linéaireKdeet K, donne un polygone
convexe.

Prenons le pentagoré constitué par la combinaisdfy + k €® K, ot K4 subit une
similitude de rappotiit > 0 et d’angley (entre O et 2).

Commencons par le cas pu= 0, aveK = K; + k K4. On constate que les sommets
du pentagon& ont leurs coordonnées qui verifiemt= (1 +Kk) cost, y = (1 —K) sint,
pour les valeurs successivestdalant 0, 2/5, 4r/5, ... Lorsquek est inférieur & 1x =
(1 +K) cost, y = (1 —K) sint sont les équations paramétriques d’une ellipseédéeO
et d’axesOx et OQy) parcourue dans le sens direct lorstjiigmente. Lorsquk est
supérieur a 1, on a aussi une ellipse, mais pareodans le sens indirect quahd
augmente. Cela signifie que le pentagirest convexe.

Prenons maintenagt = 21/5. On trouve que les sommets du polyg&ngont situés
sur une ellipse qui se déduisent de celle précédgrmmnouvée par une rotation de
centreO et d’anglen/5. L’équation de cette ellipse est, en complexes :

z=e't*™ 4 | o7 €™ of Pon vérifie que les sommets #esont situés sur cette
ellipse, en tournant dans le sens direct fourl.



&

L’addition des deux polygonek; et 0,%°"°K, (& gauchg donne le polygone
convexe & droite), inscrit dans une ellipse tournéemd® par rapport a I'horizontale

Il en est de méme pour les angfemultiples de 2/5, avec une ellipse tournée d’'un
angle égal @/2. L’ellipse tourne par a-coups jusqu’a faire wmittour. Mais pour les
valeurs intermédiaires, par exemple entre Qud 2

Commencons par remarquer que le raisonnement ait pes pentagones se
généralise & tout polygone de la forke+ k € #7"K,..1, et notamment &; + k & 274,
Ksq.1. Si I'on prend les polygones réguliers conveKe®t Ksq.1 ayant § sommets, les
sommets du polygonié; + k € ™% se trouvent sur une ellipse tournée d’un angle de
jn/(50). Mais les deux pentagones convexes de base senpartie de ces polygones,
lorsqu’on les parcourt dg eng sommets, et lorsqyeaugmente, I'ellipse tourne par a-
coups den/(59). Commeq peut étre pris treés grand, les angle5q) peuvent étre
rendus aussi petits que I'on veut, et balayenet#esir angulaire entre 0 et/2. On a
bien dans tous les cas un polygé#heonvexe.

Le paradoxe initial se trouve finalement expliqg8ér ordinateur, on n’a jamais un
pentagone régulier étoilé parfait au départ. Lempmsantes associéesKa et Ky, sSi
petites soient-elles, ne sont pas nulles. Apressénie de changements imperceptibles,
le pentagone des milieux semblant immuable, il é&otsse tout a coup de fagon
visible, et de plus en plus fortement, pour seumter comme une crépe et devenir
convexe a jamais.

Maintenant que I'on a compris le phénomene, amdtipentagone étoilé presque
régulier, il reste a régler le grossissement derfag empécher que les pentagones des
milieux deviennent trop petits (si le grossissemegmit 1) ni trop grands et méme
infiniment grands pour le grossissement de/3] tpmme on l'a fait précédemment. On
décide de faire en sorte que le sommet le plus deir’origine soit toujours a une
distance unité, avec un zoom é€gal a l'inverse dke cistance maximale. Que se passe-
t-il alors ? Au cours du processus, le grossisseimiesi calculé va varier. Au début on
a le pentagone étoilé qui conserve ses dimensiossilgissant seulement une rotation,
ce qui correspond a un grossissement de l'ordré H¢,|, mais plus tard, lorsque le
pentagone est devenu convexe, ce sont les pentageneas&; et K, qui conservent
leurs dimensions, et le grossissement est de €addrl //4;|. Comme I'argument de la
valeur proprel; est den/5, les pentagonds,; etK, tournent chacun de cet angle en sens
contraire I'un par rapport a l'autre. et pour lenfagone sommé<; + k € K, il
redevient identique a lui-méme tous les 10 coupdior observe que ses sommets
tournent a chaque coup en restant sur la mémeellip

Premieres itérations, pas de changements visibles



Premieres modifications, puis le retournement, iatlément la formation du
polygone convexe qui tourne sur une ellipse etwenent identique a lui-méme tous les
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Programme
1) Calculs préliminaires et polygone initial

On commence par se donmgrle nombre de sommets du polygone. Puis on calcule
les parties réelle et imaginaire de la raafi® » de 1, soit gmegaxomegay. Cela
permet de construire les polygones de higseont les sommets successifs sont les
nombres complexes [&/, ©7, ¥,..., ™, pourj entre 0 eh-1. Dans le programme,
on remplit peu a peu les tableaukxfn][n], Ky[n][n]), ou la variable racx, racy)
correspondant au nombre comple®e contient successivement &, w? ..o" On
obtient lek®"*sommetjx du polygoneK; en multipliant; ., parrac. Rappelons que le
produit de deux nombres complexes iy et X' + iy’ a pour partie réell&x — yy et

pour partie imaginairgy + x'y.

omegax=cos(deuxpi/(double)n);omegay=sin(deuxpi/fdksun);
racx=1.; racy=0.;
for(j=0;j<n;j++)
{ Kx[i][0]=1.; Ky[j][0]=0.;
for(k=1;k<n;k++)
{ KX[]I[K]I=KX[j][k-1]*racx-Ky[jl[k-1]*racy;  Ky[jl[K]=Kx[j][k-1]*racy+Ky[j][k-1]*racx; }
oldracx=racx; racx=racx*omegax - racy*omegayacy=oldracx*omegay + racy*omegax ;

}
Pour vérifier, on affiche sur I'écran cegpolygones de base, en faisant :

xorig=10;yorig=300;
for(j=0;j<n;j++)
{ for(k=0;k<n;k++)
{ cercle(xorig+zoom*Kx[j][k],yorig-zoom*KYj][k],2,noir);
ligne(xorig+zoom*Kx[j][k],yorig-zoom*KJj][K],
xorig+zoom*Kx[j][(k+1)%n],yorigoom*Ky[j][(k+1)%n],noir) ;

xorig+=100;



}
SDL_Flip(ecran); pause(); SDL_FillRect(ecran,aria);

182 2-J0,

casoin=5

Prenons maintenant le polygone de départ, dontdesdonnées des sommets sont
places dans les tableaax{n] et ayn]. Dans I'exemple choisi, on a pris un polygone
etoilé presque régulier. Son centre de gravitégesgy). Puis par translation, on fait en
sorte de modifier le polygone pour que son cen@egdvité soit erD, origine du
repére, le nouveau polygone de départ étant taaijdansax] et ayf]. On est ainsi
assuré que tous les polygones successifs des xndigont leur centre de gravité en

ax[0]=1.;ay[0]=0.; ax[1]=-1.4;ay[1]=0.85; axf).1;ay[2]=-1.3;
ax[3]=0.1;ay[3]=1.3; ax[4]=-1.4;ay[4]=-0.85;

gx=ax[0],gy=ay[0];

for(k=1;k<n;k++) { gx+=ax[K]; gy+=ay[K]; }
gx=gx/(double)n; gy=gy/(double)n;

for(k=0;k<n;k++) { ax[k]=ax[k]-gx; ay[k]=ay[k]-gy; }
dessin(100,100,ax,ay,noir); SDL_Flip(ecran);payse()

Ce polygoneP (associé au polyndnEz) = a + a, z+ a, Z + a1 2'%) se décompose
en une combinaison des polygones de Baskest de la forme :
— — —n-1
PA) ¢, P@)y , PE) p@™)
n n n n

Ko+..+ n-1

Dans le programme, le coefficieﬁ?du polygone de bad€ est noté ¢ooXK],

cooyk]) puisqu’il s'agit des coordonnées du polygdhdans la base des polygones
La variablerac (racx, racy) contient successivement les puissantes,a’,... du

conjugué dew. Et pour chaque valeur de la valeur du polyndmp(&¥)est calculée
par cumul, en utilisant la variabieac (rracx, rracy).

racx=1.; racy=0.;
for(k=0;k<n;k++)
{ coox[k]=ax[0]; cooy[k]=ay[O];
rracx=racx; rracy=racy;
for(I=1;I<n;l++)
{ coox[k]+=ax[l]*rracx - ay[l]*rracy; coofk]+=ax[[]*rracy + ay[l]*rracx;
oldrracx=rracx; rracx=rracx*racx- rracgty; rracy=oldrracx*racy+ rracy*racx;

}
coox[K]=coox[K]/(double)n; cooy[k]=cooy[K]/(ddble)n;
oldracx=racx; racx=omegax*racx+omegay*racgyreomegax*racy-omegay*oldracx;

}
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Il reste a dessiner la décomposition du polygnen cesn polygones de base,
chacun étant multiplié par ses coordonnées.

xorig=30; yorig=280;
for(j=0;j<n;j++)
{ for(k=0;k<n;k++)
{ ligne(xorig+zoom*(Kx][j][K]*coox[j]- Ky[j][ k]*cooy]j]),
yorig-zoom*(Kx([j][K]*cooy[j]+Ky(j][k]*coox[j]),
xorig+zoom*(Kx[j][(k+1)%n]*coox[j]-Ky[j][(k+1)%n]*cooy[j]),
yorig-zoom*(Kx[j][(k+1)%n]*cooy[j]*+Ky[j][(k+1)%n]*c oox][j]),noir);
}

xorig+=130;
}

En guise de vérification, on peut reconstruire tdygone P en additionnant les
polygones de baskK par leurs coordonnées. Les coordonnées du polyBoamsi
refabriqué sont placées dans les tableaaX},aay[])

for(k=0;k<n;k++)
{ aax[k]=coox[0]*Kx[O][K] - cooy[O]*Ky[O][K]; aay[k]=coox[O]*Ky[O][K] + cooy[O]*Kx[O][K];
for(I=1;I<n;l++)
{ aax[k]=aax[K]+coox[I[*KX[I][K] - cooy[I]*K y[l[K];
aay[k]=aay[K]+coox[I]*Ky[l][K] + cooy[I]*Kx[N][K];

}
dessin(300,100,aax,aay,noir); SDL_Flip(ecran);p@i8BL_FillRect(ecran,0,blanc);

> >

> i

En haut a gauchde polygoneP de départa droitele polygoneP reconstruit a partir
de sa décomposition, en bas la décomposition du polygone suivant les cinq
polygones de base. On constate que seule la contposarrespondant au polygone
etoilé régulier direcK; intervient, les autres étant quasiment réduitssgpoints.

Il reste a calculer les valeurs propigsgiont on aura besoin pour avoir les polygones
des milieux. On a vu qud; =0,5 (1+ «' ). Les coordonnées des valeurs propres sont

placées dandgmbdax], lambday]). Les points correspondant a ces valeurs propres
sont les sommets du polygone régulier de dimensioitié de celle du polygone
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régulier an sommets inscrit dans le cercle unit¢ (la formule=0,5 (1+ W)
correspondant a une homothétie de centre (1, edport 0,5).

racx=1.; racy=0.;
for(j=0;j<n;j++)
{lambdax(j]=0.5*(1.+racx); lambday[j]=0.5*racy;
oldracx=racx; racx=omegax*racx-omegay*racyyrammegax*racy+omegay*oldracx;

xorig=300;yorig=200; cercle(xorig,yorig,zoom,nqir)
for(j=0;j<n;j++) cercle(xorig+zoom*lambdax[j],yagizoom*lambdayf[j],2,noir);
SDL_Flip(ecran);pause();SDL_FillRect(ecran,0,blanc)

Valeurs propres pour=5

2) Boucle des étapes et polygones des milieux sucdessi
On a vu que le premier polygone des milieux s’aiitomme combinaison linéaire

des polygones de bakg avec comme coefficientg)@/]i , C'est-a-dire en multipliant
n

les coefficients du polygone initid? par les valeurs propres respectives. Dans le
programme, les sommets de ce polygone des milienk glacés dans les tableaux
(aaA{], aay[]). Apres ce calcul, on provoque un grossisserderdessin, de fagon que le
sommet le plus éloigné de l'origine soit a uneatist restant égale a 1.

for(k=0;k<n;k++)
{ aax[K]=lambdax][0]*(coox[O]*Kx[O][K] - cooy[0]*Ky[O][K])-lambday[0]*(coox[0]*Ky[O][K] +
cooy[0]*KXx[O][K]);
aay[k]=lambdax[0]*(coox[0]*Ky[0][k] + cooy[O]Kx[O][K])+lambday[0]*(coox[O]*KX[O][k] -
cooy[0]*Ky[O][k]);
for(I=1;I<n;l++)
{aax[k]=aax[k]+lambdax[l]*(coox[I]*Kx[I][k] - cooy[l]*Ky[l[K]) -lambday[l]*(coox[I1*Ky[l][k]
+ cooy[II*KX[I[K]);
aay[k]=aay[k]+lambdax[I]*(coox[[]*Ky[l][k] + cooy[l]*Kx[][K])+lambday[l]*(coox[I[*KX[I][K]
- COOy[?*Ky[I][k]);

}
max=0.;
for(j=0;j<n;j++) if (aax[j]*aax[j]+aay[j]*aay[j]>max) {max=aax[j]*aax[j]+aay[j]*aay]j]; }
grossissement=1./sqrt(max);
for(j=0;j<n;j++) {aax[j]=grossissement*aax[j];aayfjgrossissement*aayfj];}

C’est seulement maintenant que I'on lance la bodeke étapes. A chaque étape, le
polygone des milieux est fabriqué de deux facoois,em prenant les milieux des coteés,
ce qui donne des sommets daasal{], aaayf]), ensuite remis aprés grossissement dans
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(ax], ayf]), soit en utilisant sa décomposition suivant pegygones de bad€¢, comme
cela a été calculé ci-dessus pour le premier polygtes milieux avant la boucle, le
dessin étant fait au début de la boucle des étapdss calculs du futur polygone des
milieux étant faits a la fin de la boucle, donnkati aux sommets placés damrsA],
aay[]). Dans la méme boucle, la décomposition du pohg des milieux suivant les
polygones de base est faite, permettant de voioligion de ces polygones, avec la
disparition des polygones étoilés au profit deygahes convexes.

for(etape=1;etape<nombreetapes;etape++)

{
[rxrkkk dessin du polygone des milieux aa ****xx+xkx/
dessin(400,100,aax,aay,noir);

[x**=* redessin du polygone des miliewaa (puis a) a partirdea  *****/
for(j=0;j<n;j++) {aaax[j]=0.5*(ax[j]+ax[(j+1)%n]);aaay[j]=0.5*(ay[i]+ay[(j+1)%n]);}
max=0.;
for(j=0;j<n;j++) if (aaax[j|*aaax[j]+aaay[j]*aaay]pmax) {max=aaax[j]*aaax[j]+aaay[j]*aaay]j]; }
grossissement=1./sqrt(max);
for(j=0;j<n;j++) {ax[j]=grossissement*aaax[j];ayfjorossissement*aaay/j];}
dessin(100,100,ax,ay,rouge);

[rrxrkkdkx décomposition du polygone sur la base K *++/
racx=1.; racy=0.; printf("\n");
for(k=0;k<n;k++)
{ coox[K]=ax[0]; cooy[k]=ay[O];
rracx=racx; rracy=racy;
for(I=1;I<n;l++)
{ coox[k]+=ax[l]*rracx - ay[l]*rracy;
cooy[K]+=ax[l]*rracy + ay[l]*rracx;
oldrracx=rracx;
rracx=rracx*racx- rracy*racy; rracy=oldcx*racy+ rracy*racx;

}
coox[K]=coox[K]/(double)n; cooy[k]=cooy[K]/(ddble)n;
r[k]=sqrt(coox[k]*coox[k]+cooy[k]*cooy[K]); prntf("\n%3.5If",r[K]);
oldracx=racx;
racx=omegax*racx+omegay*racy; racy=omegax*ranyegay*oldracx;
}
xorig=30; yorig=280;
for(j=0;j<n;j++)
{for(k=0;k<n;k++)
{ ligne(xorig+zoom*(Kx[jl[k]*coox[j]- Ky[j][ k]*cooy[j]),
yorig-zoom*(Kx[j][k]*cooy[j]+Ky[jl[k]*coox[]),
xorig+zoom*(Kx[j][(k+1)%n]*coox[j]-Ky[j][(k+1)%n]*cooy[j]),
yorig-zoom*(Kx[j][(k+1)%n]*cooy[j]*+KY[j][(k+1)%n]*c oox][j]),noir);
}

xorig+=130;
}
SDL_Flip(ecran);pause();SDL_FillRect(ecran,0,blanc)

[rrxxxixx caleul du futur polygone des milieux dans asrr***xxx/
for(k=0;k<n;k++)
{aax[k]=lambdax[0]*(coox[0]*KX[O][k] - cooy[0]*Ky[O0][k])-lambday[0]*(coox[O]*Ky[O][k] +
cooy[0]*Kx[O][K]);
aay[k]=lambdax[0]*(coox[0]*Ky[0][k] + cooy[O]*Kx[O][K])+lambday[0]*(coox[O]*KX[O][K] -
cooy[0]*Ky[O][k]);
for(I=1;I<n;++)
{aax[k]=aax[K]+lambdax[l]*(coox[I]*KX[I][K] - cooy[l[*Ky[l][K]) -lambday[l]*(coox[I]*Ky[I][K]
+ cooy[II*Kx[N[K]);
aay[k]=aay[k]+lambdax[I]*(coox[[]*Ky[l][k] + cooy[l]*Kx[I][K])+lambday[l]*(coox[I]*KxX[I][K]
- cooy[II*Ky[l][k]);
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}
}
max=0.;
for(j=0;j<n;j++) if (aax[j]*aax[j]+aay[j]*aay[j]>max) {max=aax[j]*aax[j]+aay[j]*aay]j]; }
grossissement=/qrt(max)
for(j=0;j<n;j++) {aax[j]=grossissement*aax[j];aa¥fjgrossissement*aay[j]

pause();return 0O;

}

Accessoirement nous donnons la fonction qui pedeetessiner les polygones at
de leur évolution :

void dessin(int xorig, inyorig, double * aaaax, double * aaaay, Uint32 c)
{int k;
for(k=0;k<n;k++)
{ ligne(xorig+zoom*aaaax[k],yori-zoom*aaaayl[k],
xorig+zoom*aaaax|[(k+1)%n],yor-zoom*aaaay[(k+1)%n],color);
}

cercle(xorig+zoom*aaaax|0],yol-zoom*aaaay|[0],3,color); /Sommet G/

fleche(xorig+zoom*aaaax|[0],yor-zoom*aaaay[0],xorig+zoom*aaaax[1],yo-zoom*aaaay[1],
color); /*fleche donnant la direction du sommet O vers lersetrl */

}

3) Résultats

On observe cdessous I'évolution des pentagones milieux, avec sur chaqt
dessin, en haut a gauche et a droite le pentagemmilieux calculé par deux méthod
et audessous sa décomposition suivant les pentagoressd

X X X X

Sl
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Remarques complémntaires

. Quel que soin, les valeurs propres et/,.1 sont toujours les plus grandes
module. Ce sont les formes convexes correspondgotdemportent par passage &
milieux.

. Ce que l'on a fait avec les milieux peut étre géled a tout barycdre de
deux sommets successifs, en considérant le polyopé=teu
q(2) = 1 —k + k 2"(on retrouve le milieux potk = 0,5).

. Considérons plusénéralement une matrice circulante quelcol Q, mais a
coefficients réeld;, faisant passer d’un polyge p au polygongy’ = Q p. On obtient

P(2D)=Ag+ALz+A Z + ...+ A1 27, avec notamment

Ao =boag+by1as +bpoaz + ... +by an,

les autresA; s’en dduisant par permutation circulaire. Or le baryoentiesn
sommets du polygonp affectés des coefficients respectis bn.1, bha, ..., by, est le
point d’affixe le nombre complex

Ao= (bp ao tong &g + bhoa + ... + by an1) / by, sous réserve que ce barycel
existe, c'est-aire que la somme des coefficierl; soit non nulle. Ainsi, a
grossissement prés (lié a Xbj), chaque sommet du polygopeest transformé en
certain barycentre dessommets, aboutissant au polyggnelLa méme transformatiol
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réalisée dans la base des polygoiigsonsiste a multiplier chacun des polygones de
base par sa valeur propre associée comp|ege qui revient a faire des similitudes.

. Inversibilité du phénomeéne : pour savoir si I'apation de matriceQ est
inversible, plagons-nous dans la baseie®u la matrice est diagonale. La matrige
est inversible si et seulement si aucune des \aletapres n’est nulle, auquel cas la
matriceQ* admet pour valeurs propres les inverses de ai#i€s Par exemple, pour le
polygone des milieux avet = 5, le polyndme associ#z) = 1 +Z* a pour inverse le
polynéme :

ql@=1+z-Z2+2-7,

et 'on a une formule analogue pour tautimpair. Comme les valeurs propres
forment un polygone régulier ayant un sommet ed)(hucune n’est nulle lorsqueest
impair. Par contre pour pair, on a toujourg(w™?) = 0 et il n'y a pas d'inverse.

Ainsi, avecn impair, on peut partir d’'un polygone convexe puesgegulier, et I'on
arrive, par itérations successives (chaque noupedigone ayant pour milieux de ses
cOtés les sommets du polygone précédent), a urgquody étoilé, puisque les valeurs
propres dominantes sont maintenant les plus petitemodule, par exemple celles des
K, etKs pourn = 5, et plus généralemeri.1)» et Kn+1)2 pourn impair quelconque.

Référencebibliographiques

P. Audibert,Ordre et chaosmémoire de DEA, 1992.

P. Audibert, Calcul, chaos, modujdhése Université Paris 8, 1998.

C. LenormandNumérique, non-numérigusupport de cours, Paris 8, 1995.
P. Naudin, C. QuittéAlgorithmique algébriqueMasson 1992.



