Probleme de Thomson,
ou équilibre de particules qui se repoussent sur
sphere

PlaconsN particules sur une sphére, et soumettons-les daleux a des forces err?/our est
leur distance de séparation respective, ces fommsussant les particules. Il s’agit de trouver les
positions d’équilibre stable de cékparticules. Ce probléme a été posé en 1904 pafldainson,
avec des électrons se repoussant mutuellementnsuavdoi de Coulomb I'équilibre étant obtenu
pour une énergie potenti€llélectrostatique minimale.

Comment traiter le probléme de Thomson sur ordimaell suffit de prendréN points sur la
sphére unité, et de les soumettre & ces forced ef @n y ajoutant un frottement. Puis on laisse jouer
la loi fondamentale de la dynamique, avec I'acedién égale a la force, & une constante pres, ice qu
provoque le déplacement des points, chacun étamhisoa la force créée par tous les adir€e
mouvement se ralentit progressivement a causeotterfient, et I'énergie potentielle diminue. Il $uff
d’'attendre que les points s'immobilisent, ce quirespond a une énergie potentielle minimale. Les
particules constituent les sommets d’'un polyedtequelles que soient les positions initiales des
particules, on trouve toujours le méme polyedralfan équilibre stable, a une isométrie pres.

Le systéme des particules est ainsi bloqué au dand puits de potentiel, mais il peut s’agir d’'un
minimum local, un parmi d’autres, sans que |'on aieint le minimum global, celui que nous
recherchons. Pour les faibles valeura\jléa premiere fois ou un équilibre stable est obtda deux
facons, et non pas une seule, est Ppoarl6 oir figure ci-dessoys

Les résultats obtenus sur ordinateur sont partoigrsnants. Il est logique d’obtenir un diameétre de
la sphere pouN = 2, un triangle équilatéral sur un grand cerdarfN = 3. De méme pouX = 4, on
trouve le tétraedre régulier, poNr= 6 I'octaedre régulier, pol = 12 l'icosaéedre régulier. Par contre
les deux autres polyedres réguliers, le cube ébdicaedre, ne sont pas obtnuus. Rbar8, au lieu
du cube, on trouve un antiprisme carré, ayant tbases carrées identiques mais tournées de 45° I'une
par rapport a I'autre. On peut aussi constateri@gebe constitue une position d’équilibre, maitece
ci est instable, un trés léger déplacement d’'unnseinprovoquant sa déformation jusqu’a I'obtention
de I'antiprisme. PouN = 20, au lieu du dodécaedre, on trouve une fornegomplexe.

Dans les dessins ci-dessous, on a représentéckes ¥aibles des polyédres obtenus en équilibre
stable, avec aussi parfois le squelette de cesegiayg, ce qui permet d'observer une évolution
harmonieuse de leur forme lorsgNeaugmente. Par exemple, pdlir= 5, entre le tétraédre régulier
pourN = 4 (une pyramide a base triangulaire) et I'oataédgulier poulN = 6 (une double pyramide a
base carrée), on trouve une double pyramide a taseulaire. Nous avons aussi représenté les
cellules de Descartes-Voronoi correspondantesasphere.

! Deux particules électrisédset B distantes dé\B = r, avec des charges ete,, sont soumises chacune a
une force d'interaction de la formeere, /r* et portée parAB). Pour des charges égales comme celles de deux
électrons, elle est enri/a une constante prés et elle est répulsive, téridagparer de plus en plus les deux
électrons.

2 pour deux particules de méme charge, I'énergierpieille est en 1 / r. PolN particules, aveg; distance
entre les deux particulé®tj, elle est de la formzyrij
i<j
% En fait nous avons appliqué une méthode Iégéreniiéérente, en suivant un mouvement par petits a-
coups, que nous expliguons dans la rubrigmseignementscours graphisme et géométriechapitre 4 :
géométrie 3d



N = 3, triangle équilatéral sur un grand cercle de fees

L

N = 4, tétraédre régulier

N = 5, double pyramide dont la base commune est urgtg€quilatéral sur un grand cer

*-0

N = 6, octaédre régulier



N = 7, double pyramide dont la base est un pente

N = 8, antiprisne a bases carrées tournées de 45° I'une par rappautre




N = 12, icosaédre régulier

N = 16, les deux positions d’équilibre stable obtanua premiéré gauchepour un potentiel
localement minimal avec la présence de facettagemi(on en voit une e@nuge foncéune autre se
trouve derriére) en plus des facettes triangulaleedeuxiéme droite avec des facettes triangulaires
seulement, pour le potentiel minimal global




N = 20, avec trois facettes presque carrées (oroigrume au centre de fgure de gauche A
droite, le squelette de la forme, avec deux sommets Burmdd et au pble sud, un hexagone central
en jaunedont une aréte sur deux seulement est aussi éte du polyedre, et aussi deux hexagones
gauches (non plans) identiques grisde part et d'autre

N = 24, avec la présence de quelques facettes sqagaombre de 6)




A premiére vue, le probleme de Thomson ressembpechiéme de Tammes. Ce dernier consiste a
placer sur la sphémg calottes sphériques égales (a une isométrie l@egjus grandes possibles, sans
que celles-ci ne se chevaucht®@n constate aussitét que pddr= 4, les centres de ces calottes
sphériques sont les sommets d'un tétraédre réguaberit dans la sphére, et c’est le méme résultat
gu’'avec le probleme de Thomson. De méme pbur5 etN = 6 avec I'octaedre régulier. Et aussi pour
N = 12 avec I'icosalédre régulier. Mais pdli= 8, le probléeme de Tammes donne un antiprisne car
régulier, avec deux bases carrées et des trialegégaux qui sont équilatéraux. Ce n’est pas le emém
antiprisme carré que celui obtenu par le problém&ltbmson, ou les facettes latérales sont seulement
isoceles (deux cotés égaux a 1,29391 et une base &d.,16672). Finalement les deux problemes
divergent, sauf pour les quelques valeurdNdgie nous avons données précédemment, et visilnles s
les dessins ci-dessous.

N=12

Cas ou le probléme de Thomson équivaut au probtemieammes

Quelques références bibliographiques :
« K. Brown, Min-Energy Configurations of Electrons on a Sph@@14)

« APMEP, Dans nos classes, le probléme de Tammes
avec des démonstrations dans quelques cas simples

* Dans sa définition premiére, le probléme de Tamooesiste & prendre toutes les configurations plessi
deN points sur la sphére, et a chaque fois de déterntandistance minimale entre deux points pami toutes les
distances entre deux points quelconques. Puis pasnconfigurations on choisit celle ou cette distal est la
plus grande possible. Il a été démontré que celavégt au probléme des calottes sphériques tel npues
I'avons exprimé.



» Site de Robert Ferréol, avec sencyclopédie des formes remarquaplestammentes
polyedres

Pour la programmation de mouvements de particalegourra aussi consulter sur mon site, dans
la rubrique Travaux complémentaires, graphisme é&bnwtrie, chapitre 4 Particules qui se
repoussentdisposées sur des courbes ou des surfaces



