Barycentres et triangles

L’objectif est de construire un trianghéB’C’ & partir d’un triangléABC, suivant le procédé qui
fait I'objet de I'exercice suivant.

C

Considérons un triangle ABC de sens direct, avec le
points A, B,, C, situés respectivement au tiers des cotés
[BC], [CA], [AB] & partir des points B, C et A. Ledroites
(AA) et (BB) se coupent en un point C’, les droites {B&
(CCy) se coupent en A', (G et (AA) se coupent en B'.
C’est ainsi que I'on obtient le triangle A’'B’'C’ aaptir de
ABC.
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1) Prenons le point C’, point d’intersection de ¢\at (BB).

a) Montrer que le barycentre P de (B, 2), (C.el (A, k) avec k réel positif ou nul, décrit le
segment [A4 situé a l'intérieur du triangle ABC.

Prenons le barycentre dB, @), C, 1). Il s’agit du point situé au tiers d8{,] & partir deB, soit le
point A;. En vertu de la régle du barycentre partiel, lgytentreP est aussi le barycentre dig,(3) et
(A, K). Il est tel queOP = (30A; + k OA) / (k + 3), O étant un point « origine » quelconque, et en
prenantO enA, cela faitAP = (3 / (k + 3))AA;. Lors quek décritR+, 3/ k + 3) décrit [0 1], ce qui
signifie queP décrit le segmentyA], en acceptant le poimt pourk infini. Comme les coefficients
des pointdA, B, C sont de signe positif, le poiRtest a I'intérieur du trianglABC et le segmentjA,)
aussi.

b) Pour les mémes raisons que précédemment, leese@BB|] est a I'intérieur du triangle ABC,
et son point d’intersection C’ avec [AAest un des points P précédents. Quelle valeurieot-il de
donner au nombre k pour que C’ soit le barycenegBl, 2), (C, 1) et (A, k) ? En déduire la positio
de C’ sur [AA) et [BBY].

CommeB; est au tiers deAC] a partir deC, c’est aussi le barycentre d& (), (C, 2), ou encore de
(A, 1/2), C, 1) pour retrouver le coefficient qu'ava@tdans la question précédente. Considérons alors
le barycentr&® de @, 1/2), B, 2), (C,1). On sait déja que ce point est Ak, aveck = 1/2.

D’autre part, le barycentre dé,(1/2), C, 1) est le poinB;. Le barycentr&) de @A, 1/2), B, 2),
(C,1) est aussi le barycentre d&,(3/2) et B, 2). Il est situé sulgB], et il vérifie

0Q = (3/2)0OB; + 20B) / (7/2).
Avec O enB, BQ = (3/2)BB; / (7/2) = (3/7)BB..

Finalement ce barycentre est & la fois Al et [BBy]. Il s’agit donc du poiniC’, qui est le
barycentre deA, 1/2), B, 2), (C,1) ou si I'on préfére deX( 1), B, 4), C, 2).

En faisantk = 1/2 dans la formule da) on trouveAC’ = (6/7) AA, et 'on a vu aussi quBC’ =
(3/7)BB;. Le pointC’ est aux 6/7 deAA] a partir deA, et au 3/7 deHB;] a partir deB.



2) Faire de méme avec A’ et B’. En déduire quesAle milieu de [CB’], B’ le milieu de [AC] et
C’ milieu de [BA']. Sachant qu'il existe un triargglunique A'B'C’ a partir de ABC, montrer qu'il
existe aussi un triangle unique ABC obtenu a patérA'B'C’, les deux triangles étant dans le sens
direct.

On a vu quAC’ = (6/7)AA, etBC’ = (3/7)BB; avecC’ barycentre deX, 1), B, 4), C, 2).
Par décalage cyclique des points, on a de méme :

BA’' = (6/7)BB, etCA’ = (3/7)CC, avecC’ barycentre deg, 1), C, 4), A 2)
CB’' = (6/7)CC, etAB’ = (3/7)AA avecC’ barycentre deQ, 1), A, 4), B, 2)

Plagons-nous suBg;). On sait queC’ = (3/7)BB;
et d’'autre parC’A’ =C'B + BA’ =— (3/7)BB; + (6/7)BB; = (3/7)BB; d'ouBC’' =C'A’.

C’ est le milieu deBA'], et de méma\’ est le milieu de€B’], B’ le milieu de AC].

A partir du triangleABC direct, on a construit le triangheéB’'C’ de sens direct aussi, caretA’ se
succédent suBB,), et queA’ etB’ se succedent SUCL,). Inversement, a partir d’'un triangdeB'C’,
on obtient aussi un seul triangdBC en utilisant le fait qué\’, B’ et C’ sont des milieux, comme
I'indique la construction suivante :

3) Montrer que l'isobarycentre G de ABC est aussobarycentre de A'B'C’.

G est, si I'on veut, le barycentre d& (7), B, 7), C, 7) ou encore, en découpant chaque point en
trois, de A, 1), A 2), A 4), B, 1), B, 2), B, 4, C, 1), C, 2), C, 4). Regroupons ces points par
groupes de 3, le barycentre de 1), B, 4), C, 2) estC’, celui de A, 2), B, 1), C, 4) estA’, et celui
de A 4), B, 2), C, 1) estB’. Grace a la régle du barycentre partiglest aussi le barycentre de
(Cc,n, A, 7, B, 7),cest-a-dire I'i'sobarycentre deB'C’.

4) En termes d’angles, il existe quatre cas deréigquour le triangle ABC : il a ses trois angles
aigus, ou il a un angle obtus en A, ou il a un angibtus en B, ou enfin un angle obtus en C. Dans
chacun de ces cas, que peut-on dire des anglesRIE’'R Pour cela se placer dans un repére
orthonormeé direct, d’origine A avec B d’abscisssut (Ox), soit A(0, 0), B(1, 0), et C (xc, yc) ayec
positif, puis utiliser des produits scalaires p@avoir si les angles en A’, B, C’ sont aigus ouusb
selon la position du point C.

Un calcul simple permet de trouver les coordonid@ssvecteurs
AA(xc/ 3+ 2/3,yc/ 3)

BBi(2xc/3 -1, 2yc/ 3)

CCi(—xc+ 1/3, w0

Pour connaitre I'angle ei', formons le produit scalaire :
CCyBiB = (=xc+ 1/3) (=2xc/3 + 1) + 2yc*/ 3 = (2/3) & + y& — 11xc/ 6 + 1/2)



Le cercle d’équation® +y*— 11x/ 6 + 1/2 = 0 a pour centre le polat{11/1Z, 0) et pour rayoiR;
= 7/12.Le produit scalaire sera positif, ‘angle A’ aigu, si et seulement si le point C es’extérieur
de ce cercle.

Pour I'angle eB’, formons le produit scalai :

AA; C,C = (xc/ 3 + 2/3) kc— 1/3) +yc® /3 = (1/3) k& +y& + 5xc/ 3 — 2/3)

Le cercle d’équatior” +y*+ 5x/ 3 —2/3 =0 a pour centre le poia{—5/6 0) et pour rayoR, =
716. Le produit scalaire sera positif, ‘angleB’ aigu, si et seulement si le point C es’extérieur de
ce cercle.

Pour I'angle erC’, formons le produit scala :

BBy AJA = (2xc/3 — 1)( —xc/ 3 —2/3) — 3/ 9 = (—2/9) X& + y&@ + xc/ 2— 3)

Le cercle d’équation® + y* + x/ 2 — 3 = 0 a pour centig (—1/4, 0) et pour rayoR; = 7/4. Le
produit scalaire sera positif, Bangle C’ aigu, si et seulement si le poiGtest a 'intérieur de ce
cercle.

Les trois cercles obtenus sont dessinés sur laefiguivant. Notamment le trianglA’'B’C’ a ses
trois angles aigus lorsque le poC est situé dans la zone coloriée en jaansituée a-dessus de
I'axe desx. Lorsque le poin€ est dans’une des zones en gris, le triangl®’C’ a I'un de ses angles
obtus.

A'. B, C' aigus C' obtus

B' obtus

5) Programmer le dessin du triangle ABC et du tgien'B'C'.

I suffit d’ utiliser les coordonnées des po :
A(0, 0), B(1, 0), C(xc, yo), Ai(xc/ 3,yc/ 3),By(2 xc/ 3, 2yc/ 3), G(1/3, 0) ce qui donne le
programmme suivant :

xc=0.2;yc=1.;xa=0.;ya=0.;xb=1.;yb=

line(xorig,yorig,xorig+zoom,yorig,black /* dessin du triangle ABC*
line(xorig,yorig,xorig+zoom*xc,yori-zoom*yc,black);
line(xorig+zoom,yorig,xorig+zoom*xc,yor-zoom*yc,black);
xc1=1./3.;yc1=0;line(xorig+zoom*xc,yori-zoom*yc,xorig+zoom*xc1,yoriggoom*yc1l,black)
xb1=2.*xc/3.;yb1=2.*yc/3.;line(xorig+zoom,yorig,xorig+zoom*xb1,yor-zoom*yb1,black)
xal=xc/3.+2./3.;yal=yc/3.line(xorig,yorig,xorig+zoom*xal,yori-zoom*yal,black
xg=(1.+xc)/3.;yg=yc/3.;/* centre de gravit<G de ABC ainsi que de A'B’'C’ */
floodfill(xorig+zoom*xg,yorigzoom*yg,red,black /* remplissage du triangle A’ */
filldisc(xorig+zoom*xg,yorigzoom*yg,2,black’

6) On va maintenant procer a une itération du processus transformant larigle ABC el
A’B’C’. ! A chaque étape on proct & un grossissemepuis a une isométrie de ce ingle afin de

1 Si I'on répétait le processus & partir du triarA'B'C’ tel quel, il y aurait contraction des distancesiet
processus convergerrait vers le triangle rédupi@nt G.



lui donner chaque fois la méme base [AB] de longuetet I'on s'intéresse au mouvement d(i°3
sommet C du triangle, au fil des itérations.

A partir d’'un triangle ABC, on construit le trianglA’B’C’. Puis on pratique une homothétie sur ce
triangle A'B’'C’, par exemple de centre G, de facaravoir A'B’ = 1, tout comme AB. Puis en
plaguant [A'B’] sur [AB], tout en respectant lesmdénsions du triangle, on obtient un nouveau
triangle A’'B’C’ (voir le triangle rouge dans la fige ci-dessous). On est ainsi passé du point C au
point C’, le reste étant inchangé. Cela étant fait, recommence a partir de ce nouveau triangle,
A'B’C’ redevenant ABC, et cela de facon répétée.e Quonstate-t-on expérimentalement (sur
ordinateur) ?

triangle initial

Triangle ABC initial en noir, triangleA'B'C’ en
bleu, son homothétique en noir, aussi appelé
A'B'C’, et enfin le triangle isométrique en rouge,
% avec P'B’] plaqué surAB]

A" L(
B' “tri

angle homothétique

A patrtir du triangleABC initial donné, on détermine le triangdéB’C’ avecA’ de coordonnéesaa
= (2xa+ xb + 4x0)/7 etyaa= (2ya + yb +4 yo)/7, et de méme pouB’ et C' qui sont aussi des
barycentres dé, B, C comme on I'a vu. Puis on calcu#éB’, et I'on pratique I’homothétie de centre
G et de rapport LA'B’, de facon que le triangle homothétique, & sonappeléABC sur la figure ci-
dessous (triangle vert), ait sa ba&8][de longueur 1. Dans ce triangle, le pdse projette surAB)
enH, et I'on calculeX = AH etY = CH en utilisant le produit scalai®8 AC. Pourquoi ce calcul ?
Parce que le triangle isométriqaeB'C’ final avecA’ en A et B en B a son 3™ point C' de
coordonnéeX et (triangle en rouge sur le dessin). Cela étantlairiangleA’'B’'C’ est appel@BC,
et 'on recommence a partir de lui, et cela quedglieaines de fois. On en déduit le programme :

Le triangle homothétiquABC tracé en vert, avec le poiht
pied de la hauteur issue @e puis le triangle isométriquaBC
B enrouge olC a comme coordonnééddd etCH.
B

/* triangle initial ABC */

xc=0.2;yc=1.;xa=0.;ya=0.;xb=1.;yb=0.;
linewithwidth(xorig,yorig,xorig+zoom,yorig,1,black)
linewithwidth(xorig,yorig,xorig+zoom*xc,yorig-zoonyt,1,black);
linewithwidth(xorig+zoom,yorig,xorig+zoom*xc,yorigpom*yc,1,black);
filldisc(xorig+zoom*0.5,yorig-zoom*sqrt(3.)/2.,3 &tk);
filldisc(xorig+zoom*xc,yorig-zoom*yc,3,red);

/* boucle donnant les triangles successifs avemiat C qui bouge */



for(i=1;i<=34;i++)

{ I* triangle A'B'C" */
xcc=(xa+4.*xb+2.*xc)/7.;ycc=(ya+4.*yb+2.*y@)/,
xaa=(2.*xa+xb+4.*xc)/7.;yaa=(2.*ya+yb+4.*y¢){
xbb=(4.*xa+2.*xb+xc)/7.;ybb=(4.*ya+2.*yb+y@)/,
aabb=sqgrt( (2.*xa+xb-3.*xc)*(2.*xa+xb-3.*xcjZ.*ya+yb-3.*yc)*(2.*ya+yb-3.*yc))/7.;
[* triangle homothétique */
newxa=(xaa-xg)/aabb+xg; newya=(yaa-yg)/aabb+y
newxb=(xbb-xg)/aabb+xg; hewyb=(ybb-yg)/aabip+y
newxc=(xcc-xg)/aabb+xg; newyc=(ycc-yg)/aabdp:+y
[* actualisation: le triangle homothétique devient ABC
xa=newxa;ya=newya; xb=newxb;yb=newyb; xc=news=newyc;
/* calcul de X = AH et Y = CH dans le triangle hothétique */
ABAC=(xb-xa)*(xc-xa)+(yb-ya)*(yc-ya);/* produit scalaire */
AB=sqgrt((xb-xa)*(xb-xa)+(yb-ya)*(yb-ya));
AC=sqrt((xc-xa)*(xc-xa)+(yc-ya)*(yc-ya));
cosA=ABAC/(AB*AC);

X=AC*COsA,

A=acos(cosA)* angle A dans le triangle homothétique */

sinA=sin(A);

Y=AC*sinA,

if (i==1) filldisc(xorig+zoom*X,yorig-zoom*Y3,red);

else filldisc(xorig+zoom*X,yorig-zoom*Y,2,bé);

/* actualisation : nouveau triangle de base AB =Xlet Y étant les coordonnées du nouveau point C */
xa=0;ya=0; xb=1; yb=0. ;xc=X;yc=Y;

}

Voici ce que I'on obtient au bout d’'une trentairigedations. On constate que les poiitsen bleu
sur le dessin ci-dessous, parcourent de faconiggreatun cercle passant par le po@tinitial.
Notamment le triangle initigABC a des successeurs qui sont quasiment confondasuave

Plus surprenant encore : lorsque I'on prend plusi¢tiangles initiauxABC, on observe que les
trajectoires circulaires appartiennent toutes agrcles d'un faisceau de cercles défini par le eercl
point |, sommet du triangle équilatéraBl,? et ayant comme axe radic#{R) (cf. figure ci-dessous).
Ainsi, a partir d'un point initialC d’'un triangleABC quel gu'il soit, il existe un cercle unique de ce
faisceau de cercles passant par ce pojrat la trajectoire du poir€ s’effectue sur ce cercle. Mais
démontrer cela est une autre histoire !

2 Lorsque le triangle initiahBC est équilatéral, le triangla’B’'C’ est aussi équilatéral. Les successeurs du
point C restent donc confondus avEget la trajectoire se réduit a un point.






