Carrés dans un triangle, et dans un quadrilatere

Notre objectif est de voir si I'on peut inscrire carré dans des figures simples comme un triangle
ou un quadrilatére. Nous verrons aussi le cas méscairconscrits a un quadrilatere.

Commencgons par un triangle. Nous voulons construitecarré dont les quatre sommets se
trouvent sur les cotés du triangle.

Nous allons voir que I'on peut insérer trois card@ms un triangle lorsque tous ses angles sont
strictement aigus. Cela sous-entend qu’un carr@ve&r deux sommets sur un cdté et un sommet sur
chacun des deux autres. A partir du moment oudiora un carré, avec deux de ses sommets sur un
c6té du triangle, on sera alors sdr d’en trouverxdruitres, en faisant la méme construction avec les
deux autres cotés.

Mais commencons par un cas particulier, celui dhismgle ABC rectangle erB, ou seuls deux
carrés peuvent étre inséres.

1. Carrés dans un triangle rectangle

Premier cas : Un seul sommet du carré se trouvéhggooténuse AC] du triangle. Il s’ensuit, a
cause de l'angle droit, gu'un autre sommet du casténécessairement le somrBedlu triangle. On
obtient ainsi un carreBGK avecK sur [AC], E sur [AB], G sur BC] et B commun aux deux cotés de
I'angle droit. Le point uniqu& se trouve a l'intersection de I'hypoténugeC] et de la bissectrice de
I'angle droitB, celle-ci faisant un angle de 45° avec chaque @étéangle droit.

0 Cherchons la position du poikt Le triangle rectangl&BC étant
E K caractérisé par ses deux cétés de I'angle draspnesAB = 1, etBC =
a (avec tarC = 1 /a). Prenons comme inconnue le cbtdu carré.

B G C Les triangleAEK et KGC sont semblablesAE / EK = KG / GC,
SOit AE=L?/GCou encore 1 £ =L* (a—L), soitL =a/ (1 +a).
Passons &E: AE / EB = EK / BC (théoreme de Thales élargi, ou
trigonométrie), SOIAE=L /a, AE =1/ (1 +a).

En introduisant I'angl€, on a aussiAE=1/ (1 + 1/ tarC) = tanC/ (1+ tanC),
AE =sinC/ (sinC + cosC).

Deuxieme cas : Le carré a deux sommets sur I'hppse AC]. Pour montrer qu'’il en existe un et
gu'’il est unique, prenons un poiBtquelconque surAB], avecx = AE, et construisons le rectangle
uniqueEFGK avecK etG sur [AC] et F sur BC].

! Ce probléme est posé dans un cadre bien plus paste. Ghissun carré dans une courb@gmages des
Mathématiques, CNRS, 2012). Précisons que le ca=més inscrits dans un quadrilatére est traitéGoal.
Hebbert, the inscribed and circumscribed squares of a quathial and their significance in kinematic
geometry Annals. of Math. 16, 1915.



A Les trianglesAKE et EBF sont semblables, I'anglé du premier
est égal a I'angl& du second, et ils sont tous deux égaux a I'a@Ggle
E du triangleABC. On en déduit que dard€EK : cosC = EK/ AE, d’ou
G EK =x cosC, et dan€EBF, sinC =EB/EF, EF=EB/sinC = (1 -
X) / sinC. Le rectangle est un carré si et seulemeBKsF EF, soitx
B F C cosC=(1-x)/sinC. On trouve une valeur unique ge AE, soit
A AE=1/(1 + sinC cosC).
G
E
B F C

Finalement on trouve deux carrés inscrits dandgdaedle. Le c6td du premier vaut si€ cosC /
(sinC + cosC), et celui du second c&/ (1 + sinC cosC) = sinC cosC / (sinC + sirf C cosC). En
comparant les dénominateurs, on en déduit quedmipr carré est strictement plus petit que le
second.

2. Carrés dans un triangle a angles aigus

Commencgons par une remarque préliminaire. Prenomisamgle quelconquésAA,, et coupons-le
par une paralléle a sa bageA,], ce qui donne le segmeriEH] (figure 1). Puis déplacons le sommet
A, parallelement a4;A;], de facon & obtenir un nouveau triang§lgA;A;, ce qui donne un nouveau
segmentE’F’ . On constate qu&F = E'F'. En effet, grace au théoréme de Thalés élargia on
AE / AA; = EF | AJA; dans le premier triangle étoE' / A'vAL = E'F' / AJ/A;, dans le deuxieme.
Toujours grace a Thales, on a aussi / AjAL = A’oE’ / A'yA;, dOUEF =E'F’.

Supposons maintenant que I'on ait réussi a ingérerarré dans le triangAA,, avec deux des
sommets du carré sur la bageA,], alors en déplacant le somm&t sur un paralléle a la base, le
nouveau trianglé\'cA;A,, @ aussi un carré inseré, celui-ci ayant les métimensions que le premier
(figure 1 a droit¢, grace a la propriété précédente. Mais si I'ont\gue ses deux sommets soient
situés sur la bas@{A;], il est nécessaire que I'angle Ansoit aigu.
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Figure 1: A gauche, conservation de la longuB#rlorsque le somme, du triangle se déplace, a
droite, des carrés identiques insérés dans tiaigjtes

&0

Prenons un triangle quelcongfgd;A, avec ses trois angles aigus. En déplaéaparallelement &
[A1Az], on peut faire en sorte d’obtenir un trianglgAA,, rectangle e (figure 2.Justement nous
savons déja inscrire un carré dans un trianglamngtt, avec deux sommets sur la bagé], et un
sommetK situé sur A'oAo], & l'intersection avec la droiteA{K) bissectrice de I'angle droitv@ir
paragraphe 1 premier casEn menant la parallele &,A;] passant pakK, celle-ci coupe les deux
cbtés du triangle initiahoA1A; en deux point& et F qui sont deux sommets du carré inscrit dans le
triangle, les deux autres étant sur la basa,].
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Figure 2: Construction du carré dans le trianglg\,A, & partir de celui construit dans le triangle
rectangled’ sAjA,.

D Pour construire le poiri, on peut utiliser les formules du prémier
A cag, ou bien faire une construction géométriquesiit le fait queA:K)
est bissectrice de I'angle droit. Le miliéude JA'¢A;] est le centre du
1 cercle circonscrit au triangle rectangle. La pediaraire a A'oA,
menée pat coupe le cercle eD, ce qui découpe le demi-cercle en deux
Alvm arcs égaux. La droiteA(J) est donc la bissectrice de l'angle droit

(théoréme de I'angle inscrit), ce qui donne le pKin

On en déduit la construction du carré inscrit darsiangleAA:A», avec deux de ses sommets sur
[AJA;] (figure 3. Puis on refait la méme construction avec lesxdmitres cotés du triangle, ce qui
donne trois carrés.

Figure 3: A gauche, construction du caf&GH inscrit dans le triangl&,A;A, avecG etH sur
[A1A2], a droite la méme construction répétée, ce qunddes trois carrés inscrits daRguA,

Le cas du triangle étant réglé, passons a d’afdreses simples dans lesquelles insérer un carre.

3. Carré dans un trapeze rectangle

Commencons par inscrire un carré dans une fornié enit [ . Il s’agit d’'un segmentC] avec
enO et enC deux demi-droites perpendiculaires3(. On veut trouver un careFGH ayant trois de
ses sommets sur la fornC— . Prenons un goiatir [OC]. A partir deE on veut construire deux
segments EH] et [EF] perpendiculaires et de méme longueur. C'est tasjgossible d’'une facon
unique.

2 Dans le cas ou le triangle est rectangle, deuxtrdés carrés sont confondus, puisqu’ils ont toasxdun
méme sommet qui est le sommet de I'angle droitidngle, d’ou I'existence de deux carrés inscriglement.
Et dans le cas ou le triangle posséde un anglesobiune trouverait plus qu’un seul carré inscrit.



C H Vv En effet, les triangles rectangl€&EH et OFE doivent avoir des
angles égaux et des hypoténuses de méme longuksursoht
E superposables. Si 'on poge= OE en prenanOC = 1, on a aus<tH =

ye et avecEC = 1 —ye on a aussDF = 1 —ye Le milieul de [FH] a
G pour coordonnées (1/2, 1/2) dans le repére ortimadalorigineO. C'est
aussi le centre du careE8-GH. On en déduit que lorsquedécrit [CE],
le quatrieme sommeéd du carréEFGH décrit le segment V] tel que
OUVCsoit un carré. Notons quéG = 1 —ye

O F U

Une conséquence immédiate est que le seul rectdagkelequel on puisse inscrire un carré, avec
ses quatre sommets sur chacun des quatre cotéstdngle est un carré. Dans ce cas, il existe méme
une infinité de carrés inscriptibles.

Prenons maintenant un trapéze rectayd3C avec deux angles droits €net enC. En prenant
OC =1, posona = OA eth = CB comme longueur des bases. On veut y inscrire tné egant ses
sommets sur chacun des quatre cétés du trapézse @uaésultat précédent, le quatrieme songnet
du carré inscrit doit étre sur le co®], ce qui impose, en prenant pdula grande base, qae< 1 et
b>1.

Donnons-nous un trapéze rectangle soumis aux eomsliprécédentes (< 1, b>1, avecOC = 1).
Le c6té PAB] coupe PV] en G (figure 4. ConnaissanG, on peut construire le carEE-GH unique,
comme on l'a fait précédemment. Mais ce carré ne\@@iment inscrit dans le trapeze que si le point
A est « a droite » de.
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Figure 4: Carré uniqu&FGH inscrit dans le trapéze rectan@aBC

Déterminons l'ordonnégg deG. AvecAU =1 —-aetVB=b-1, on &cGU/GV =AU/ VB (Thalés
élargi), soityg/ (1 —yg) = (1 —a) / (b — 1). On en déduit qugy = (1 —a) / (b —a). Comme I'abscisse
deF est aussi égaleyay et queA a pour absciss& on obtient la nouvelle contrainta = yg, soit

a=(1-a)/(b—a). Le calcul donnd = (1 -a+a%/a

Finalement tout trapéze rectan@&\BC ayant ses deux basastb telles quea <1,b>1 (on a
supposé OC = 1), etb = (1 —a + a°) / a, admet un carré unique ayant ses quatre sommetessu
quatre c6tés du trapeze. Sinon, il N’y a pas d& ¢ascriptible.

4. Carré dans un parallélogramme

Commencons par insérer un carré dans cette fc/_ : :avec, un segment obliqu®(¢j, et deux
demi-droites paralléles, 'une a partir @eet I'autre a partir d€.



k En prenant un repére orthonormé d’origi@e le

) H L point C a pour coordonnéeg, (1) avedck > 0. La figure
obtenue est ainsi caractérisée par ce norkbruis
prenons un point quelconqu& sur [OC], et
E construisons les points et H sur chacune des demi-
droites paralléles, de fagcon q&E = EH.® On obtient
ainsi un carréEFGH ayant trois de ses sommets sur
chacune des lignes de la forme initiale. Commequnéli
sur la figure ci-contre, les triangles rectandid€H et
JFE ont non seulement leurs angles égaux, et aussi leu
O F hypoténuses égaleSH et EF. Les coordonnées des
points concernés s’en déduisent :

E (ky, y) avecy entre O et 1.

AvecKH =1 -y, et etJF =V, les égalitégJ = KH etEK = JF donnent :

J(ky+1-y,K)

F(ky+1-y, 0)

H(ky+y, 1)

Le triangleGLH est aussi superposable avec les triangkeld ou JFE (voir figure ci-dessus ce
qui permet d’avoir les coordonnéaget yg du quatrieme somm@& du carre :

s (xgzky+ y+1- y= kyrl
yg=1-y

En éliminanty, on obtient une relation entxg etyg, soityg=1 — kg— 1) /k, ouyg=—-xg/k+ 1 —
1 /k. Le pointG se trouve sur une droite de pente klopposée a celle d©C). Plus précisément,
lorsqueE va deO aC, G va deC a O avecC'(1, 1) etO'(1 + k, 0) (figure 5 a gaucheMais en
faisant cela, aveg allant de 0 a 1, le poiril se déplace sur la droite d’ordonnée 1, et va d’'une
abscisse 0 a une abscigse 1. Mais I'on veut qu’il soit a droite du poifit Cela impose une valeur
minimale ay, celle-ci étant obtenue lorsqteest enC, ce qui donng =k / (k + 1), ordonnée du point
E' de lafigure 5 a droite avecG’' point correspondant du carré. Finalement, le p@ndécrit le
segment®’ O'], avecG ((K+k+1)/k+1), 1/k+ 1)) etO'(k+ 1, 0).

H C C'H C
E G GI
E G :
o) F F o 0 o'

Figure 5: A gauche, deux carrés obtenus, mais le cartéceerespondant a une petite valeur de
'ordonnée deE n’est pas valable, cat n'est pas sur la demi-droite issue @etandis que le carré
rouge convient. A droite, le cas limite avec lem&'. Le pointG décrit le segment ble@[ O'].

Prenons maintenant un parallélogram@ABC Sans perte de généralité, il est caractérisé par
I'abscissek du pointC d’ordonnée 1, comme sur les figures précédentgzarela longueurn de sa
base PA]. Il s’agit d’inscrire un carré dont les quatrersuets sont situés sur chacun des quatre cotés
du parallélogramme. Ce que nous avons fait précédsti permet de construire un carré unigue
s'appuyant sur trois c6tés, doad], les deux autres étant éventuellement proloryésste a faire en
sorte que le quatrieme somné&tsoit sur le c6téAB]. Cela impose que ce coté traverse le segment

% On verra plus bas que ce n’est pas toujours pessib



[G’'O’], ce qui donne une condition sur la longuawlu coté OA], le sommetA devant étre situé entre
O' et O (figure 6).

o 0

y
3 A

Figure 6: La position du poin€ étant donnée, les parallélogrammes pouvant coniargarré ont
leur sommefA compris entré’ et O”

On sait que l'abscisse du poidtestk + 1, celle du poin©” est Xo» = Xz —k/ (k+ 1) comme on
peut le voir sur ldigure 5 & droite etxe-= (K + 1) / K + 1).

Finalement, connaissant I'angle ®rdu parallélogramm@ABCet la longueur du c6t®[C], c’est-
a-dire les coordonnéek, (1) du pointC dans le repere concerné (la hauteur du paralkomge étant
prise comme unité), il existe une infinité de pl@tabrammes dans lesquels peut étre inscrit uré carr
unique, leur cété = OA devant étre compris dans I'encadrement :

2
K +1sas k+1

Un résultat est donné surflgure 7.

> A7

Figure 7: Carré inscrit dans des parallélogrammes ou ietfida toujours la méme position par
rapport a0, la longueum du cbté horizontal passant de sa longueur minidake longueur maximale

Remarque : Evidemment, tout ce qui vient d'étrétéréhéoriquement doit étre expérimenté sur
ordinateur. Les programmes correspondants sont amglication directe des constructions
géomeétriques que nous avons faites. Notammefigle®s 3et7 sont les résultats de programmes.

5. Carré dans un quadrilatére convexe
A
Nous reprenons ici la méthode de C.M. Hebbafrtr{ote }, utilisant la formule
c b des sinus dans un triangle, soitf sinA=b/sinB =c/ sinC, avec les notations de

la figure ci-contré.

B Py C

Prenons un quadrilate®BCD (figure 8. Celui-ci peut étre caractérisé par la longu&Brde sa
base, prise égale a 1, par la longuewdu cété BC|, ainsi que par ses trois anglasb, ¢ de ses
sommetsA, B, C, aveca + b + ¢ < 360° (la somme des quatre angles d’'un quadriattant égale a
360°, sans aucun angle rentrant). Supposons quepliisse y inscrire un carré avec ses quatre
sommetsVWTUsur chacun des c6tés du quadrilatére, et appeler®V, w = BW, L = VW, ainsi que
d I'angle fait par le c6téfU] avec la baseAB] du quadrilatére. Nous allons utiliser la formudles
sinus dans les trois trianglBYW CWTet AVU. DansBVWIles angles sort, 90 —d, 90 —b + d. Dans
CWT, les angles sor b-d, 180 -b—c + d. DansAVU, les angles som, d, 180 —a —d.

* Comme C.M. Hebbert ne donne que la formule fisalel'angled sans indiquer les calculs, nous précisons
ici la marche a suivre pour ces calculs.
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Figure 8: Le quadrilaterdBCD et un carré&/WTUinscrit
On obtient les formules :
L/sinb=v/cosp—-d)=w/cosd danBVW
L/sinc=(h-w)/sinp+c—-d) dansCWT
L/sina=(1-v)/sin@+d) dansAvT
On obtient ainsi quatre équations a quatre incasibinvg w, d.

Groupons les équations contenant L =w sinb / cosd = (1 —v) sina/ sin@ + d). On en déduit
w en fonction del :

w =h sinccosd/ (sinb sin(b + ¢ —d) + sinc cosd)

Groupons les équations contenantL =v sinb / cosp — d) = sina (1 —v) / sin@ + d). On en
déduitv en fonction del :

v =sinacosp —d) /(sinb sin(a + d) + sina cosp —d)
Prenons enfin I'équation faisant le lien entretw, soit
w =V cosd/ cosp —d)

En remplacant par les valeursydetw en fonction del, il reste une équation ne contenant plus que
I'angled. Il reste a appliquer les formules d’addition ks cosinus et sinus, et I'on aboutit & :

tand = (sinasinb sinp + ¢) + sinasinc —h (sina sinc (sinb + cosb)))
/ (sima sinb cosp + ¢) + h (cosa sinb sinc + sina sinb sinc))

Aprés division par sia sinb sinc, il reste :

_1/sina+ cod+ sirb cotan—- h (@ cotdm
cosb cotarc— si+ h (cotaat+ 1)

tand

A partir de la tangente de I'anglie on en déduit, puisv etw grace aux formules précédentes. On
trouve donc un carré unique. Mais encore fautd lgucarré soit vraiment inscrit dans le quadniigté
c’est-a-dire que soit compris entre 0 et 1, quesoit entre O ef, et aussi que les pointset U soient
sur les cotés@D] et [DA]. En regle générale, on ne peut pas inscrire uré aians un quadrilatéere
quelconqué.

® Si I'on nimpose pas que les quatre sommets diécsnient sur chacun des quatre cotés du quadei)ake
peut exister d’autres carrés inscrits, avec deuxedes sommets sur un méme cété. Cela arrive notarnm
lorsque le quadrilatére est proche d’une formengyigaire, sachant que I'on a trois carrés dansse ¢



Quelques résultats sont donnés stiiglare 9
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Figure 9: Seul I'angleb varie en augmentant, les carrés rouges sont tagtans le quadrilatére,
tandis que les carrés bleus ont leurs somiMets\W hors des cétés, dans leur prolongement

Voici le programme correspondant :

h=0.5; a=60./180.*M_PI; b=80./180.*M_PI; c=183@0.*M_PI;/* données initiales */
xa=1.;ya=0.;
xb=0.;yb=0.; /* Le point B origine du repére orthonormé */
for(b=50./180.*M_PI;b<110./180.*M_PI; b+=10./180.*NPI) /* on fait varier I'angle b */
{ xc=h*cos(b);yc=h*sin(b);/* le point C */
xd=(tan(b+c)*xc+tan(a)-yc)/(tan(b+c)+tan(a)zythn(a)*(xd-1.); /* le point D */
dessinquadrila();
tgd=(1./sin(b)+cos(b)+sin(b)/tan(c)-h*(1.+1/(8))) /( cos(b)/tan(c)-sin(b)+h*(1.+1./tan(a)));
d=atan(tgd);
v=sin(a)*cos(b-d)/(sin(b)*sin(a+d)+sin(a)*cosdh);
w=v*cos(d)/cos(b-d);
xt=w*sin(b)+w*cos(b); yt=v-w*cos(b)+w*sin(by* le point T */
xu=xt+v-w*cos(b); yu=yt-w*sin(b);/* le point U */
if (v>=0. && v<=1. && w>=0. && w<=h) carre(v,0w*cos(b),w*sin(b),xt,yt,xu,yu,0);
else carre(v,0,w*cos(b),w*sin(b),xt,yt,xu,yu,1)

}
Avec les fonctions accessoires :

void dessinquadrila(void)

{

linewithwidth( xorig+zoom*xa,yorig-zoom*ya,xorig+pon*xb,yorig-zoom*yb,1 black);
linewithwidth( xorig+zoom*xb,yorig-zoom*yb,xorig+zm*xc,yorig-zoom*yc,1,black);
linewithwidth( xorig+zoom*xc,yorig-zoom*yc,xorig+zom*xd,yorig-zoom*yd,1,black);
linewithwidth( xorig+zoom*xd,yorig-zoom*yd,xorig+zom*xa,yorig-zoom*ya,1,black);

void carre(float x,float y, float xx,float yy,floatxx,float yyy, float xxxx, float yyyy, int c)

{ linewithwidth( xorig+zoom*x,yorig-zoom*y,xorig+zom*xx,yorig-zoom*yy,2,color[c]);
linewithwidth( xorig+zoom*xx,yorig-zoom*yy,xogHz00m*xxx,yorig-zoom*yyy,2,color[c]);
linewithwidth( xorig+zoom*xxx,yorig-zoom*yyy, X@g+z00m*xxxx, yorig-zoom*yyyy,2,color[c]);
linewithwidth( xorig+zoom*xxxx,yorig-zoom*yyyyorig+zoom*x,yorig-zoom*y,2,color[c]);

}



6. Quadrilatere convexe et carré circonscrit au qudrilatere

Nous allons maintenant prendre un quadrilatére exenABCD, et chercher & construire un carré
EFGH qui lui soit circonscrit, avec les sommetsydadrilatére sur ses coteés.

6.1. Construction d’un quadrilatére convexe

Donnons-nous un quadrilatere conveR8CD. Sans perte de
C généralité, on peut le placer dans un repére ootinod d’origineA,

D avec le vecteuAB comme vecteur unité sur I'axe dessoitA(0, 0) et
B(1, 0). Le troisieme sommeE(xc, yc) peut étre choisi avec une
ordonnée positiveyc > 0° On sait aussi qu'un quadrilatéABCD
convexe (pas d'angle rentrant ni de croisementétéa) a comme
caractéristique d’avoir ses diagonal@€] et [BC] qui se coupent. Le
guatrieme sommeb (xd, yd) a donc une ordonnée positive aussi :

A B yd > 0, et I'on impose que les segmemt€] et [BD] se coupent. Cela

signifie que :

c X
* D est a gauche d&C (B étant déja a droite), snﬁc j >0,
yc 'y

xc yd—yc xd >0

xc—-1 xd-
* C est a droite dBD (A étant déja a gauche), %oitC d ]‘ >0,
y y

(xc—1)yd—yc(xd—1) > 0.
6.2. Rectangles circonscrits & un quadrilatére

Tragons une droit®; de pente négative passant paet
menons la paralléle a cette droite passantCpan faisant en
sorte que le quadrilatére soit a lintérieur de Hande
délimitée par ces deux droites. Puis menons undéedro
perpendiculaire ®; passant paC et une autre passant ir
On obtient ainsi un rectangle, et on peut toujaursisir la
droite D; de facon que ce rectangle soit circonscrit au
quadrilatére, avec les sommets du quadrilaterdesucotés
du rectangle. Il existe une infinité de rectangi&gsonscrits
(figure 10.

H

Traitons plus précisément le cas ou les angle& etB sont aigus, et avea < yc.” La pentem
négative de la droit®; a pour valeur maximale celle de la droite perpauidire a AD), sinon le
point A serait dans le prolongement du c6&H| du rectangle. Ensuite la pente peut diminuer
jusgu’a une valeur minimale. Celle-ci est le maximentre la pente deB(C) et celle de la
perpendiculaire aJC) (figure 10 a droité.

® Sans perte de généralité, quitte & changer lesdaittribuées aux sommets, on pourrait aussi sempgue
I'angle enB soit aigu, d’ouxc < 1.

" On peut en effet prendsal < yc, car siyd > yc, il suffit de faire une symétrie horizontale poavenir au
cas précédent. Avek et B angles aigusxc etxd sont tous deux compris entre 0 et 1. Par cordrgoars avec
'angle B aigu, le cas que nous n'avons pas traité est oalliangle enA est obtus.
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Figure 10: A gauche, les deux rectangles circonscrits eégg I'un en vert, l'autre en bleu, avec
un cas intermédiaire en rouge, parmi I'infinité das possibles. A droite, la zone en gris danselégu
doit se situer le c6t&H du rectangle, la valeur minimale en vert étanpdaallele a BC) dans le
premier cas, et la perpendiculairdC) dans le deuxieme cas.

A partir d’'une valeur convenable de la pentele AH), déterminons les coordonnées des quatre
sommets du rectangle-GH circonscrit.

Equation deGH) : Y =m X

Equation deKE) ; Y=(-1/m) (X-1)
Equation deEF) : Y=m (X —xc) +yc
Equation dekG) ; Y = (-1 /m) (X —xd) +yd

En procédant aux intersections de ces droitegpové les points
e[ xe=@+ nf xc- m yp/( m+1)

ye=—(1/ m( xe-1)

=[xf =(n? xe- m ye xd m yd ( ?nkl)}

yf =m xf— m xe+ yc

yg=mXg

H xh=1/(nf +1)
yh=m xh

o[ X9=(xd+ m yg/( rﬁ+1)J

6.3. Carrés circonscrits

Parmi les rectangles circonscrits obtenus, exidtelds carrés ? Imposons aux rectangles d’avoir

deux c6tés consécutifs de méme longueur. La longliee6té EH] est aussi la distanak deC a la
droite (GH), d’équationY =m X ou encoreY —m X= 0, soit

d; = (yc—m x9 /vm? +1, et I'on a biernyc—mxc > 0 carC est au-dessus deK).
D’autre part la longueur du c6t€&H] est la distance,dleD a la droite EH), d’équationY = (— 1/
m)(X - 1), oumY+ X —1 =0, soit

dr = (1 —xd—m yd / Vm? +1, et I'on a bien 1 xd—m yd> 0, carD est au-dessus delE), dans
la zone oY > (— 1 /m)(X — 1), soitmY+ X — 1 < 0 puisquen< 0.
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On trouve un carré si et seulemend;st d,, yc—m xc= 1 —xd—m yd

mzw siyd # xc.
yd - xc

Finalement il existe un carré circonscrit uniquesdmie la valeur den est située dans sa zone de
validité (figure 11, et aucun sinorfigure 12.

Mais il existe un cas spécial lorsque = xc etxd = 1 —yc, I'équation enm devenant Gn = 0, et
dans ce cas tous les rectangles circonscrits ssntatrés, et I'on a une infinité de solutions. Ales
vecteursAC (xc, yc) etBD (xd— 1,yd), le fait d’avoiryd = xc etxd = 1 —yc signifie qu'avecAC (xc,
yC) etBD (—yc, xc), les vecteurs ont méme longueur et sont orthaggrnglus précisémenAC, BD)
= /2. Il existe une infinité de carrés circonscrits guadrilatereABCD si et seulement si ce
quadrilatére a ses diagonales orthogonales et deruhgueuf.

6.4. Programme, dans le cas ol les angles/&m®t B sont aigus

xa=0.;ya=0.; xb=1.;yb=0.;
do [* constuction du quadrilatére convexe ABCD au hdsavec yd < yc */
{ xc=(float)(1+rand()%100)/100.;
xd=(float)(1+rand()%2100)/100.;
do { yc=(float)(1+rand()%100)/70.;
yd=(float)(1+rand()%2100)/70.;

}
while(yd >= yc);

while (!(xc*yd-yc*xd>0. && xc*yd-yc*xd-yd+yc>0.) ) /* quadrilatére convexe */
dessinquadrila()* cette fonction dessine le quadrilatére ABCD */

ml=yc/(xc-1.);m2=(xc-xd)/(yd-yc); if (ml<m2) mmax=2nelse mmax=m1,;
for(m=-xd/yd;m>mmax;m-=0.05)* m varie entre ses deux limites */
{ dessinquadrila();
xe=(1.+m*m*xc-m*yc)/(m*m+1.), ye=-1./m*(xe-}.
xf=(m*m*xc-m*yc+xd+m*yd)/(m*m+1.); yf=m*xf-m*xc+yc;
xh=1./(m*m+1); yh=m/(m*m+1.);
xg=(xd+m*yd)/(m*m+1.); yg=m*xg;
rectangle(xe,ye,xf,yf,xg,yg,xh,yh,®;cette fonction dessine EFGH avec la couleur 0 */

}

dessinquadrila();

m=(xd+yc-1.)/(xc-yd)/* valeur de m pour laquelle le rectangle est unréa/
xe=(1.+m*m*xc-m*yc)/(m*m+1.), ye=-1./m*(xe-1.);
xf=(m*m*xc-m*yc+xd+m*yd)/(m*m+1.); yf=m*xf-m*xc+yc;

xh=1./(m*m+1); yh=m/(m*m+1.);

xg=(xd+m*yd)/(m*m+1.); yg=m*xg;

rectangle(xe,ye,xf,yf,xg,yg,xh,yh, 1y, desssin de EFGH qui est ici un carré */

Des résultats sont donnés surflgares 1let12,

8 Un tel quadrilatére est appelé pseudo-carré. €esizaussi traité par C.M. Hebbert.

° L'autre cas est celui 0B est aigu efA obtus. Les contraintes sur la peniehangent, mais les formules
donnant le carré restent valables.
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Figure 11: Trois exemples de carré circonscrit a un quaidiie. En haut un cas, avec a gauche le
carré bleu dans la zone rouge des rectangles stits) et a droite le méme carré circonscrit. Bs, b
deux autres cas de carrés circonscrits

Figure 12: Exemples de quadrilateres n'ayant pas de carcénscrit. En rouge les rectangles
circonscrits, et en bleu le carré qui n'est passdanzone des rectangles, et donc qui n'est pas
circonscrit. Mais les sommets du quadrilatére smujburs sur les cotés du carré prolongés en droite
a défaut d’étre tous sur les cotés

Remarque finale : Nous avons étudié le cas ou &rijatére avait deux angles aigus successifs
(les deux autres pouvant étre deux obtus ou unetigun obtus. L’autre cas est celui ou il y a deux
angles aigus a l'opposé, et deux angles obtus,assi quelques résultats indiqués suigare 13
dans le cas ou un tel carré existe, obtenus paélee programme que précédemment.

Figure 13: Carré circonscrit pour des quadrilateres ayanikdingles aigus opposés et deux angles
obtus opposés



