Chaine de quatre cercles tangents exterieureme

L'objectif est de construirane chaine dquate cercles tangents extérieurement, sans aucun
commun autres que leurs quatre points de cc entre cercles adjacentOn appelleC; ces cercles,
aveci de 1 a 4. Leurs centres sont les poo;, et leurs rayons,. Les quatre points de contact t
notésa;. On verra ausgjue ces quat points sont toujours situés sur un cercle.

1) On se donne les trois point;, 0, et @, ainsi que le rayon,r Montrer que si, est inférieur a
0,0, et & Q03 et supérieur a (@, +0,03 — 0;0s)/2, ON peut construire les trois cercle,, G, Cs.

Pour avoirr; et rz positifs, il e$ nécessaire qur, soit
inférieur ao,0, ainsi qu'ao,0;. D’autre part, les cercleC, et C;

a5 ne devant avoir aucun point en commun, il est resges quer;
+r3<0;,03. Avecr, = 0,0, —r, etrz = 0,03 — I'p, Cela donne
0] 03 010, — I3 + 0,03 — ', < 0,0,, SOIt

r, > (0,0, + 0,03 — 0,05)/2. Ces conditions sont au:
suffisantes, et permettent de construire les teisles tangen
deux a deux.

2) En supposant que les cercle; et G ont des rayons différents, montrer qu'il existe infaité
de cercles ¢tangents extérieurement avey et G, et donner une fagcon de les construire. Vér
gue leurs centres sont sur une branche d’hyper

s’ Prenons le point a l'intersection de la
ligne des centreso{ 03) et dune des
: tangentes communest() aux deux cercles.
Ce point exgte puisquers # rz. On sait que
’homothétie de centrl et de rapports/r;
transforme le cercl€; en C;. Prenons un
point a4 sur le cercleC,. Pour qu'il puisse
étre un point de contact avec un ceiC,
tangent aux deux cerclese pointa, doit
étre sur le grand arts (voir figure ci-
contre.

L’homothétie fait passer du poia, au pointa’,, et la droitela’, recoupe le cerclC; en un point
as. Le centren, d'un cercleC, doit étre suro; a;). Montrons qu'il est aussi suos as). En effet, avec
(0, 04) parallele adgs a'4) a cause de I'homothétie, le théoreme de Thabrgigbermet d’écrirosa,/
032’4 = 0483 / 0z33. Avec0za’4 = 0383 = I'3, On en déduit quesa, = 04 ag. Le point d’intersectiolo, de
(01 04) €t (05 @3) estbien le centre d'un cercle tangerC, etC; ena, etas, avec pour rayor, = 048s.

Commeo,03 =r4 +r3 €6040; =4 + 1, 0403 —040; = r3—ry = cte. Cela signifie que le poio, décrit
une branche d’hyperbolde foyerso; et 0;, le pointo, allanta I'infini lorsque le cercle devient
droite ¢ t') ou (s s). L'arc d’hyperbole a donc pour asymptotes lesiatédes det t'] et [s s] (figure
1).



Figure 1 : Un cercleC, en rougetangent au cerclgs; et Cs. Le cerclebleuest un cas particulier.
La partie inférieure de I'arc d’hyperbole décrit paest indiquéen vert

4) En prenant un cercle Jbtenu grace a la construction précédente, et séssrve qu’il n'ait
aucun point commun avec le cerclg @n vient d’obtenir une chaine de quatre cercéagjents deux
a deux et sans points communs autres que les mlErdentact. Montrer alors que les quatre points de
contact ades cercles sont sur un méme cercle. On admettpaolpriété suivante: Si les cercles C
et G ont des rayons différents, on passe de I'un ait&apar 'homothétie de centre | et de rappayt r
r;, comme on l'a vu, et I'on passe aussi de I'unaautife par I'inversion dont le cercle a pour centre
et pour rayon R tel que’R: ry 13 (CiCs° — (rs — 1)?)/(rs — 1>

On distingue deux cas :

« Si les cercle€; et C; ont le méme rayon, les centres des cercles
C, et C, sont sur la médiatrice de;[c;] et les points de contaat et

&)
a,, ainsi queaz etay, sont symétriques par rapport a cette médiatrice.
C%%/% Le quadrilaterea; a, az a4 est un trapéze isocele ayant pout axe de
@)

symétrie cette médiatrice. Il posséde un cercleonscrit, centré a
l'intersection de la médiatrice précédente et den&liatrice ded;

ay.

« Les cercle<C; et C; ont des rayons différents. L'inversion dont lecbera pour centré et pour
rayonR transforme le cercl€; en cercleCs. Elle fait passer da; surC; aa, surC,, ainsi que dey
sur C; aag surCs. On en déduit quéa; la, = lay laz. Prenons le cercl€ passant paa; a, ay. La
puissance depar rapport a ce cercle est égala;da,. Elle est aussi égalel@, las. Commea, est sur
le cercleC, le pointaz est aussi sur ce cerclg(re 2.

et dea, dag. A droite cercle passant par les points de contact desctese

1 Cette propriété est démontrée dans le chapitre dar géométrie de linversion,
http://www.pierreaudibert.fr/explor/inversion.pdf.



5) La propriété précédente donne un autre moyercatestruire une chaine de quatre cercles
tangents. Partons du cercle unité C sur lequel g quatre points @ &, a, a dans cet ordre, qui
vont devenir les points de contact de la chaine Adegrcles. Commencer par prendre les quatre
points de fagcon qu’ils forment un rectangle. Puwastruire une chaine en évitant que les cerclesene
coupent.

Sans perte de généralité, choisissons les painét a, symeétriques par rapport &X), avec un
angleg entre Px) et [Oa), le cercleC; passant par ces deux points. Donons-nous un angigre
[Oay) et la tangente au cerdlg ena;. Remarquons que cet anglea non seulement se retrouver en
a4 mais aussi ep, etag, car lorsque deux cercles se coupent, 'angledesldeux tangentes aux deux
points de contact est le méme.

Le pointa; a pour coordonnées cos
sin ¢. Dans le triangleDa0,, les angles
sontp, a +7/2, etr —a —7l2 —p = 7l2 —a
—¢p.AvecOa =1,0na:

1/sin@?2 —a —¢) =00,/ sinf + 7/2)
= 018,/ Sing. On en déduit que le poing
a pour coordonnéeg = — cos / cosg +
p), ety; =0, et que le rayon d& est

ry = sinp / cosg + )

La droite f; a;) a pour pente

= —sing / (cos¢ + Xx;) et pour
équationY =m X —m x. Le centreo, du
cercle C, est sur cette droite, avec pour
coordonnéesx; = 0 ety, = — m x.Son
rayon est, = a,0,.

On connait maintenant les centres et les rayongjukgse cercles, en utilisant les symétries de la
figure. Mais il y a des contraintes.

u/— Si I'on veut que les cercles restent tangents iexteament, il
<, convient que pous. donné,p < z/2 —a, le cas limite ou le cercl€,

\ devient une droite étant indiqué sur la figureaiice.

/
<
\ I\

On constate aussi que les cercgset C, sont tangents
lorsquep = a.

Si I'on veut éviter que ces deux cercles ne se eatn doit
prendrep > a.

La contraintex < ¢ < z/2 —a impose a son tour que< z/4.

Un résultat est donné surflgure 3



Figure 3: Chaine de quatre cercles tangents extérieuremeuat & coupant pas, p a =z/5 etgp
=7/4.

6) Pour obtenirune chaine quelconque, appliqg une transformation de MobitM de la forme
z-m
M(2) =—
m z+1
telle transformation a pour particularité de consei le cercle unité etle préserve les angle§ ce
gue I'on admettra ici.

surla figure 3 précédemmenttene g, M(z) et m sont des nombres comple. Une

Sous l'effet dune telle transformation, les quatre poias, a,, as, a; deviennent d’autres points sur
le cercle unité. Les cercles transfori sont toujours tangents en ces nouveaux pointsnétdojours
le méme angle avec le cercl@nité. Un résultat est donné sufigure 4

Figure 4: Chaine de quatre cercles tangents extérieuremietenwe a partir de Ifigure 3 avec
unetransformation de Mobius cn= 0,1 +i 0,5.

2 C’est un fait bien connu lorsqu’on se place dans le disque de Poincaré en géorhgperboliqu: (cf.
http:/Mww.pierreaudibert.fr/explor/disquedePoincare).



