Estimation, vraisemblance, confiance

Commencons par un exemple simple : on effenttimges successifs d’'une piéce
ou la probabilité d’obtenir face gst(et celle d’avoir pile est 1 p). Sighalons que ce
probleme est identique a celui-ci : dans une pajpmaou une proportiorp des
individus posséde une certaine caractéristique plne I'ayant pas), on préleve
individus successivement avec remise. Dans ce xignten appelleX; la variable
aléatoire au ° tirage, telle queX; = 1 si face sort, € = 0 sinon. Puis on prend la
X+ X, +..+ X

n
sortie des face au cours desrages.

variable T, = 0., avecn > 1. Celle-ci correspond a la fréquence de

La notion d’estimateur, et d’estimateur convergent

Notre probleme est alors le suivant : on ne conpastla valeur du paramefpe
mais en réalisant des expériencesndrages successifs, on va pouvoir estimer
quelle est la valeur dge Que va-t-il se passer ? Si I'on réalise une sexpegrience
avec n petit, le résultat obtenu avEg sera plus ou moins proche de p, et en
reproduisant cette expérience, on ne trouvera dam® pas la méme valeur pour p.
Toujours avec n petit, si I'on fait un certain namll’expériences en calculant a la
fin la moyenne de$,, obtenus, on aura une valeur prochg@denfin, si I'on fait une
seule expérience, mais awegrand, on obtient une valeur prochepden vertu de la
loi des grands nombres.

Résumons la situation : en prenant un échantillem drages, la valeur dé&,
obtenue expérimentalement constitue une estimalioparameétrg, plus ou moins
valable certes. Comme il existe une variable algai@ pour chaque valeur dg on
dit plus précisément que la suite de variablest@il&s {T,) est un estimateur de ce
parametre. Cet estimateur est de bonne qualité dmnmesure ou poumn
suffisamment grand, il est trés proche pleOn dit alors que l'estimateur est
convergent, lorsque la réalisation d’une expérieswgeun échantillon de tirages a
une probabilité trés faible de s’écarter de lawabiu paramétre pour peu guesoit
suffisamment grand.

Si la frequence expérimentale de sortie des fagesirs échantillon de tirages
constitue un estimateur convergent du paramétrel mgxiste d’autres types
d’expériences ou l'estimateur peut étre choisi eaaant. Prenons maintenant
I'exemple d’une loi uniforme sur un intervalle H), le paramétre inconnu étant
maintenanta (a réel >0). Cela signifie que si I'on découpe ceeivalle en petits
intervalles tous de méme longueur, on a autanthdeaes de tomber dans I'un que
dans un autre, et que la probabilité de tombezwasl est nulle. Dans ces conditions,
si I'on réalise un échantillon de tiragesXi, X, ..., X, On peut prendre comme
estimateur le maximum obtenu. Ce maximum est praeh® et si n devient trés
grand, il s’approche d’autant plus @eOn a encore la un estimateur convergent.



Estimateur sans biais

Cela nous améne a préciser la qualité de I'estumag@n dit que I'estimateuiTf)
est sans biais lorsque sa valeur moyenne (son aes@E(T,)) est égale au
parametre, quel que soit le nomlorele tirages. c’est-a-dire quelle que soit la taille
de I'échantillon. Dans I'exemple destirages a pile ou face, on a justemE(r,) =
p, et I'estimateurT,) est sans biais. Par contre, dans I'exemple &t laniforme sur
[0 a], la valeur maximale obtenue artirages est toujours strictement inférieura a
et si cet estimateur est convergent, il n'est pas diais.

On dispose aussi d’'une propriété que nous admsticonlorsque I'estimateur est
sans biais et que sa variance tend vers O lorsgemad vers linfini, alors il est
convergent. Il suffit donc de calculer I'espéraretela variance pour savoir Si
I'estimateur est sans biais, et ensuite convergent.

Tout ce qui précéde peut étre précisé par le calcul

» Cas des tirages a pile ou face, avec comme variable aléakm fréquence de
X+ X+ 4 X

n
une loi de Bernoulli, et I'on B(X) =p etV(X;) = p(1 —p). On en déduit que :

E(Tn):%(E( X))+ HX)+..+ 4)):% nE | T, est un estimateur sans

sortie des faceJ,, = . Pour chacun des n tirages, la variaXlsuit

biais.
En utilisant le fait que les variabl¥ssont indépendantes, on a aussi :
V(Tn):iz(v( X))+ V(%) +..+ >$))=i niiL— p:p(l——p), qui tend vers
n n

n2

0 pourn infini. L'estimateurT, est convergent.

» Cas de la loi uniforme sur [§], avec comme densité de probabili(&) = 1/a
pourx dans [Ga], etd(x) = 0 ailleurs. La fonction de répartition est alor

F(X) = x / a sur l'intervalle [0a], F(x) = 0 pourx négatif, etF(x) = 1 pourx
supérieur a 1.

Pour la variable aléatoirX obéissant a cette loi uniforme, on en déduit son
espérance et sa variance :

E(X) =] ta(y dt= j;’% dtzg

at? a’ a? a’® a°

V(X) = E(X?) - S s | SR
(X)=E(X)-(H X) 0 13 2 D
Prenons maintenant un échantillon érages ayant tous cette loi uniforme de
parameétren, et construisons a partir de la une variable ailéaT, dont on va tester

la qualité d’estimateur.

1) T, :é(x1+ X, +.. 4 X.).

Si I'on prend le double de la moyenne suexpériences, c’est parce que cette
moyenne est censée approcher I'espéra@ On en déduit :



2 2 . .
E(T,)=—nH X)) =— ng = & T, est un estimateur sans biais.

n n

4 4 a® a® . s
V(T,)=— nV(X)=— n—=— qui tend vers O lorsque tend vers linfini.

n n~ 12 O

L’estimateurT, est convergent.

2) T, =max(X;, Xy ,... %, |
La fonction de répartition correspondante est :
FTn(x): p(X;< xetX< xet. et X< )

=p(X <Y (%< .. X< X

=F()"
ou I'on retrouve la fonction de répartitiéifx) de la loi uniforme,

n
=(1j sur [0a], et sinon 0 pour< 0 et 1 poux > a.
a
On en déduit la densitfx) = Fr, (X) ' = inn X" sur [0a] et O ailleurs. Alors :
a

E(T)= J'ai nfdt=—" a. L’estimateurT, n’est pas sans biais.
“odogn n+1

_ 2 2_(a1l oa n’
V(1) = () - (BR)* = [, nt de &

(n+1)?
2
SELLEPC L sa’=nad t n2)
n+2 (n+1) n+2 (n+1)
_ na’
(n+1)*(n+2)

Lorsquen tend vers l'infini, la variance tend vers 0.

3) T = L max(, X, X,
n

En corrigeant ainsi l'estimateur trouvé au 2°, orroute que
n+l n

E(T,) =—n—+1 a= a, cet estimateur est sans biais, et
+1)2 2 2
V(T,) = (n 21) nza =4 qui tend vers O pourn infini.
n®  (n+1)“(n+2) n(n+2)

L’estimateur sans biais est aussi convergent.

Enfin, dés quen dépasse 1, la variance obtenue ici est infériaucelle obtenue
avec I'estimateur sans biais convergent du 1° (@it ane variance égale & / 3n),
on en conclut que I'estimateur du 3° est meillaug gelui du 1°. On dit qu’il est plus

efficace.

4) T, =min(Xy, X5,..., X;)
On peut prévoir que la valeur moyenne Tdeest proche de 0, et que I'on n'a
vraiment pas un estimateur adeVérifions-le par le calcul.



La fonction de répartition d&, est, compte tenu des résultats obtenus sur la
variableX de la loi uniforme, et de sa fonction de répamifr(x) :

Fr(0=p(T,<¥=1- (> 3=1- g X> xet X> x. et> )
=1-p(X > Y %> R (x> 3=1- (g X% ¥
=1-(1-p(X< X)) =1- 1- F(X)f' = I- (1—2 J sur[oa]

etFr,= 0 pourx< 0,Ft,= 1 pourx > 1.

On en déduit par dérivation la densidéx) :2(1—2)"_1sur [0a] et O ailleurs,

puis :
n ea t n-1 a N . , . .
E(T,) =—j tl——)" " dt=—— aprés une intégration par parties, et
a’o a n+1
comme la dispersion des résultats est la mémelawvemimum desX qu’ avec le
maximum des X;, pour des raisons de symétrie, on a comme au 2°
2
na
V() =—5——-
(n+1)°(n+2)
5) T, =max(X;, X, ,....X, } min(X ,% ,....%,
Grace aux calculs précédents,
E(Tn) = E(max(>(.l. ! x2 LI X] ))+ E(mln(>g_ 1 >§ 1y )S )
n 1
=——at+——a=a

n+l n+1
On obtient bien un estimateur sans biais. D’autrart,p en notant

Y =max(X;, Xy ,...,%, ) etZ= min(X ,% ,...5 ,ona:

V(T)=V(Y)+ M 9+2cov(Y, = 2 M Y+ 2cov(Y, z car les variabley et Z
ne sont pas indépendantes et Y(¥ = V(2). Sachant que

cov(Y,ZY < V(Y) V(2 soit ici|cov(Y, < M Y, on en déduit

V(T,)| < 2|V(Y) + 2| cov(Y, Z}

V(T,)<2V(V)+2\W(Y)

V(T,) <4V(Y)

4na’

(n+1)*(n+2)

L’estimateurT, est lui aussi convergent. Comme sa variance &siénre a celle
obtenue avec I'estimateur du 1° (sait/ 3n), et méme infiniment plus petite paur
infini, on en déduit que I'estimateur du 5° estpdificace que celui du 1°.

V(Th) =

Exercice d’application : la loi de Pareto

On dit qu’une variable aléatoit¢ obéit a la loi de Pareto de paramétaest xo

(tous deux > 0) lorsqu’elle admet pour densité
a

d(t) = a2

i pourt > xp et 0 sinont(e R)




A- Quelques propriétés de la loi de Pareto

1) Vérifier qued est bien une densité, et déterminer I'espérantz \&riance de
X, sous certaines conditions d’existence que I'@tigera.

» La fonctiond est continue sur R sauf au point de discontinwtéu elle admet
une limite a gauche et une limite a droite, ell¢ partout> 0, et lintégrale

I_md(t)dtexiste et vaut 1, en effet :
J'j:d(t)dt: a>§J'X:mtil dt, cette intégrale convergeant ew puisque I'exposant

det,a+1>0

=a>€{%}m = ax X" =1
X

a

e E(X)= I:o td(t) dt= ag‘j)::tia d. Cette intégrale n’existe que paup 1.

2t |7 ay
=ax = poura> 1, sinonX n'a pas d’espérance.

a-1

« Pour la variance, on commence par cher&fkf) :

E(X?) :J;m t2d({) dt= agj:’til df qui n'existe que poura>
—a+2 +o0
:a_)é1 _t = aié
a+2 X a-2

_ 2y _ 2 _ a>€ _ az)é
V(X)=E(X)-(H X) “a-2 (a-1)
axg

" (@-1%2(a-2)

poura> 2, sinonX n'admet pas de varia

2) Déterminer la fonction de répartitiéi{x) deX.

Par définitionF (x) = p(X< ¥ =["_d) d.

Pourx < %o, avec une densité nullg(x) = 0.
Pourx> X,

F(x):a>§J':J 1

{3t dt= a)g{%} = ag()i_a _X_(; )

a
%o
:1—(&)
X

3) Montrer que la probabilité conditionnelfgX > x +y | X > x) tend vers 1
lorsquex tend vers 4, y étant un nombre réel positif.

Par définition de la probabilité conditionnelle :



p(X>x+yetX>x H X> % ¥
P(X>X o X> 3
En supposant queest >Xo, ce qui sera le cas lorsquea tendre vers I'infini,

on sait quep( X > x)=1- p( X< ¥=1-H )):(%ja Ainsi :

p(X>xty| X> =

a
X -
p(x >x+y| X> %:{Tj . Lorsquex tend vers 40, cette quantité va
Xty

tendre vers 1.

Qu’'est-ce que cela signifie concrétement ? Si lad® Pareto modélise la
durée de vie d’'un phénomene, il est naturel d’appEKX > x) la fonction de
survie. Que signifie anrsp(X> X+ y| X> >§ﬂ Ipour x infini ? Plus le

phénomene a une durée de vie longue, plus il @ndeces de prolonger cette
durée de vie longtemps. Autrement dit, plus onllitieplus on a de chances
de vivre encore longtemps. Le « phénomene » entiqunes’est pas I'étre
humain !*

B- Détermination d’estimateurs dexg

On se donne une suite de variables aléatoXgs {outes indépendantes, et de
méme loi queX, chacune obéissant donc a la loi de Pareto deng#iresa et xo, avec
a > 2 (il existe une espérance et une variance)suppose qua est connu, et I'on
veut estimer la valeur de.

1) Premiere méthode : on utilise la moyenne expériatent

Xi+ Xo++ X, , : e

Y, = . Déterminer la constant¢ telle que la variable aléatoire
n

Y'h» =K Y, soit un estimateur sans biais xde Montrer que cet estimateuy’ () est
aussi convergent.

E(Y)—%(Xl+ X+t )g):ﬂﬂ— aibl Il suffit de prendre

Yn':a7_l\(n pour avoirE(Yy) = xo. Cela signifie queY,y est un estimateur sans
biais dexy. D’autre part,
: a-1 a-1
V(Yn)=V(— Y) = \(H( X+ %+..+ X))

@1 =l ax

n’a’ na’® (a1)*(a2)
2
X
nala-2)
! Signalons que pour la loi exponentielle de parsaiédn a :
~k(x+y)
p(X >x+y| X> >§:e e W = i X> V. Cela signifie que quel que soit 'age que I'on a,
e

on a autant de chances de vivre encore un ceetaipst



Comme l'estimateur est sans biais et que sa varigerd vers O pour infini, il
est aussi convergent.

2) Deuxieme méthode : On prend comme variable al@&atoir
Zn = mln()(]_, Xz, ey Xn)

a) Déterminer sa fonction de répartition puis son espeEe et sa variance.

AppelonsG la fonction de répartition d&, Par définition,

GX) =p(Zn<x)=1-p(&>x)=1-p(Xi>xetXy>xet... etX, >X)
=1-p(X1>X) p(X2>X) ... p(Xn>x) = 1 —p(X>X)"
=1-(1-p(<x)"

ou I'on a introduit la variable aléatoikeobéissant a la loi de Pareto de parametres

a etXp, dont on connait la fonction de répartitiéifx) = p(X <x) =1- (ﬁ)a. D’ou
X

n
G(x) =1—[(ﬁ)a] =1- oy
X X
On reconnait une loi de Pareto de paramétaaes X,. On en déduit :

3% o yv(z)= nax

E(Z) = na-1 (na-1)?(na-2)

b) Déterminer la variable aléatoi®’ de la formeb, Z, telle que la suiteZ;)
donne un estimateur sans biais xd¢ avec b, fonction den. Montrer que cet
estimateur est aussi convergent.

Au vu de la courbe de la densité de la loi de Pa@ést dans une petite zone au-
dela dexo que I'on a de tres fortes probabilités. Il estalaaturel de prendre comme
estimateur deg le minimum des variableX (i de 1 an), a savoirZ,. On remarque
d’ailleurs que poum grand, I'espérance dg, tend versxy,, grace a la formule
précédemment trouvée. Mais cet estimateur estéhidmsns la mesure ou il donne
une valeur supérieurexg. Pour avoir un estimateur non biaisé, il suffitpdendre :
na-1 na—lnax _

E(Z,) =

na na nal1

Z,'= %{;1 Z, puisqu'alorsg(Z,") =

D’autre part

~_(na-1\ _ (na-1y? nax
V(Z”)_( na j Vi) = na’® (na-1)?(na-2)
%
na(na-2)

La variance tend vers 0 pour n infini. L’estimateans biais est aussi convergent.

c) Montrer que l'estimateutZf)) est plus efficace query)

2 2

Il s’agit de compare¥ (Y, '):ﬁ et V(Z, I):—na()r?a— %



On voit aussitot qué/(Z,") <V(Y,") dés quen est> 1. L'estimateurZ," est plus

efficace queY,’ , et quandn augmente, il I'est de plus en plus , a¥&&,’) / V(Yy)
tendant vers 0 quarndtend vers linfini.

Exercice : Loi de Poisson et estimateur d'une expentielle

Considérons variables aléatoires indépendantgsXy, ..., X, obéissant toutes a
une loi de Poisson de parametre(réel positif). L'objectif est de trouver une
estimation de ™,

Pour cela on introduit les variablés Yo, ..., Yy, telles queYi= 1 siX; = 0, etY; =

n
0 sinon, ainsi que leur somrae= ZYi
i=1
1) Montrer queZ / n est un estimateur e, sans biais et convergent.

Comme p(X; = 0) =e ™ et queZ / n est la proportion des variabl® nulles
parmi toutes le;, il est logique que I'on ait I& un estimateurele. Vérifions-le.
Les variables aléatoire$ suivent une loi de Bernoulli de paraméi(¥®i) = 1) = p(X;
=0) =e™ Dol I'espéranc&(Z/n)=ne™/n=e™

Dautre part,V(Y) = e ™ (1 — e ™). Comme lesX; les variablesY; sont
indépendantes, 8(Z/n) = (1 /n)ne™(1-e™ =e™(1 - e™) /nquitend vers 0
pour n infini. La variable aléatoireZ / n est bien un estimateur sans biais et
convergent de ™.

i
2) Montrer que l'on ap(X1:O| X+ Xo+..+ X, = j):(n—lj pour tout |
n

entier naturel. On rappelle qu’une sommendariables aléatoires vérifiant la méme
loi de Poisson de paraméfrsuit une loi de Poisson de paraméite

P(X, =0 et(Xy+ Xo+ . X, = )

P(X, + Xo .t X, = )
_p(% =06t K+ . %= 1))_ P4 = 0) pO%+ .+ %= )

P(X,=0| X+ Yot ..t X, = ])=

P(X + Xp+.t X, = ) (Xt Xot..+ X =)
o g (n‘pj/1J J_
_ j! :(n—lj
o niA} n

j!
3) On poseS, = X + X +...+ X, qui prend ses valeurs daNs et I'on considere

: . [Nn=1 S . .
la nouvelle variable aléatoite—— | . Montrer que celle-ci est un estimateur sans
n

biais et convergent de ™.



_ +00 _ ) +00 — . By
B %):Z(”T I (S = D:Z(”n])l & ”;
2, _

—Mz(n 1)1/]J aM &M Z g

D’autre part :
-1 .. ii
E([( j}) > s = )= Z( n]>21 e
a0 g S
oJ' n

S, A p)
n-1 2A+— 2] 21, = . . P
V(—— . )=e nN-e“=¢é&“(é&-1) quitend bien vers 0 pouarinfini.

. L N- .
4) Montrer que quelle que soit la valeur du param)atr(e—]ﬁ est un meilleur
n

estimateur de ™" queZ/n.

Formons la différence de leurs variances :

—2 2/1
V(( ) )= V(Z/ n)——(né‘ é- H-l)——n )
On constate que la derlvgel) = e*'"_e* est négative, la fonctiog(1) décroit

S,
a partir deg(0) = 0, elle est aussi négative. D m?j( J )<V(Z/n.
n

La méthode du maximum de vraisemblance, pour détermer un
estimateur

Reprenons notre jeu detirages successifs a pile ou face, avemsesriables de
Bernoulli prenant la valeur 1 avec la probabipt§uand faceR) sort et la valeur 0
avec la probabilité 1 ¢ quand c’est pileR). La valeur du paramétnpe nous est
inconnue.

On va alors faire une seule expérience. Par exemple n = 10, on obtient
comme résultaFPPFFPPPFP ou en binaire 1001100010. La probabilité de cet
événement esi*(1 —p)®. En essayant les valeurs plele 0 & 1, on s’apercoit que la
quantitép’(1 —p)° admet un maximum au voisinageme 0,4. Que conclure ? Qu'il
est plus vraisemblable d’avoir une valeurpdégale a 0,4 qu’une valeur égale a 0,7
par exemple. Ainsi, a l'issue d’'une expérience asesn tirages obtenus, il est
normal de prendre comme estimation gleelle qui correspond a la probabilité
maximale pour I'expérience réalisée, méme si I'ait gu'une deuxieme expérience
pourrait donner une estimation @eplus ou moins différente. Cela nous amene a
définir une fonction vraisemblant€x,, Xz, ..., Xn, P) :
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A partir d'un échantillon de tirages dont les variables aléatoires sontx,, ...,
Xn, toutes de méme loi (de paramepk et indépendantes, la réalisation d'une
expérience conduit & un résulkatx,, ..., X, dont la probabilité est :

p(X1 =X etXo =Xz et ... etXn =X,) = p(X1 =X1) p(X2 =X2) ... p(Xn =Xn) , €t I'on
prend comme fonction de vraisemblance ce prodqﬂrdbabllltes Soit :

L(X1, X2, +.., Xn, P) = P(X1 = X1) P(X2 = %2) ... P(Xn = Xn).

Cette définition, valable pour des probabilitéscoites, se généralise aux
probabilités continues, en faisant intervenir lagi® de probabilitél(x) de la loi de
probabilité associée auxvariables aléatoires de I'échantillon, soit

L(X1s X2, -+, %n, P) = d(X1) d(%2) ... d(Xq)

On obtient alors une estimation du param@tren prenant comme valeur ge
celle qui rend maximale la vraisemblance. Il réstdhercher ce maximum en prenant
la dérivée par rapport@de la fonction vraisemblance, de fagon qu’ellenside en
passant du positif au négatif. C’est cela la méthdal maximum de vraisemblance.
Plus précisément, comme la fonctibriait intervenir un produit, on préfere prendre
son logarithme, I, de fagcon a obtenir une somme, et de chercheal@mum de
cette somme, ce qui correspond exactement au maxiouproduit dang, puisque
la fonction logarithme est croissante.

Reprenons I'exemple destirages répétés a pile ou face, chacun obéissarba
de Bernoulli de paramétre p. Or la variable aléatdide la loi de Bernoulli est telle
que p(X =x) = p*(1 —p)* % puisque cela donn#X = 1) =p etp(X = 0) = 1 —p. La
fonction de vraisemblance s’écrit :

L(X1s X2, -+, %n, P) = P(X1 = X1) P(X2 —X22 P
pxl+x2+ +xn(1 p) —x1 (1 x2)+ + (1 —xn)

INL=0X+X+ ...+ X)) Inp+ (n— (et Xo+ ...+ X)) IN(L —p)
En dérivant par rapportg:

(In L)':(x1+ XoF ... xn)%—(n—(&+ Xt ...+ )g]))i

1-p
_0at %t Lt x)-
p(l- p)
+ X+ ...+
Cette dérivée s’annule poy = (Xl % - X”) et elle passe du signe + au

signe — (le numeérateur de (liy étant une fonction affine, et le dénominatestaat
positif). Au terme de ce calcul, on retrouve ld faae I'estimateur poyp, issu de la
méthode du maximum de vraisemblance, est la fraguele sortie des faces, soit
X1+ Xo+ o+ X,

n

Quelques exemples

1) Loi géométrique
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Rappelons qu’une variabk suit une loi géométrique de paraméir@rsquep(X
=K) = (1 —p) "' p aveck entier> 1.

Prenons maintenant une suite de variables aléstdig indépendantes et
obéissant toutes a la loi géométrique de paranpetra réalisation d’'un évenement
surn tirages conduit au résultat, x,, ..., X,. La fonction vraisemblance est :

L4, X, - X P) = (L) P (1 -p) " p... (1-p) " Tp

=p" @pys "
INnL=nlnp+ Ex—n)In(1-p)

Dérivons par rapport@:

(nL) _g 2%-n_n-Qxp
1-p pd-p)

, n
Elle s’annule pourp =

2%

du maximum de vraisemblance jplest :

I'espérance de la loi géométrique estpl /

tout en passant du positif au négatif. L'estimateu

soit I'inverse de la moyenne expérimentale. @tdat prévisible puisque

2) Loi exponentielle

Par définition, une variable aléatoire qui suitdeexponentielle de parametkea
pour densitéd(x) = ké"xpour x>0, et 0 sinon. On en déduit notamment son

espéranc&(X) = 1 /k. Prenons maintenant une suite de variables atéat@,)
(avecn> 1) obéissant a cette méme loi, et indépendantes.
La fonction de vraisemblance est :
—k —k _ - ZX
L(X, Xp-er %, K)= k€S k&% ... K& = 'k &=

n
INnL=nink-k>_ x
i=1

_— . .n
La dérivee par rapportlaestE—Zxi . Elle s’annule pour
i=1

n . . . . .
=———, en passant du signe plus ou signe moins. La sietevariables

2%

i=1

o n : L :
aléatoires( - ), inverse de la moyenne expérimentale, est un asim du

2%

i=1
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paramétrea, comme on pouvait s’y attendre, puisque l'espé&ade X est
justement 1 k. 2

3) Loi de Pareto (suite)
a) Déterminer un estimateur du maximum de vraisemllanc

La loi de Pareto a deux parameétasst xotous deux >0. On veut maintenant

déterminer un estimateur du parametgeippose inconnu. A partir de la
a

densitéd (t) = atx0

atl

pour t > X, et 0 sinon, on prend la fonction de

vraisemblance :

L(X1, X2, «.., Xn, @) =d(X1) d(X2) ... d(X,) €n supposant que tous lgsont >X.
¢ % R R
Xf+l X§+l u)g’;ﬂ-l )&aﬂ)gum )ﬁau

InL=nlna+nalnx—@+1)(Inx; +Inx + ... +Inxy)

=a

Dérivons par rapporta: (In L)'=E+nln —(nx+In%+..+Inx)
a

La dérivée s’annule pour

- (Inx +In % +...+1In X%, )= nin %= & +mn2+ + , qui est un nombre
a % %
positif puisque tous leg sont >xy (>0), d’ou la valeur da correspondante :

n
a=
n

X
In =
2"

Cette valeur est bien un maximum pourllnet par suite pouL, puisque la
dérivée de I par rapport aa, de la formen / a — B, est décroissante, passant donc
du positif au négatif. Ainsi la suit&\f), avec

h=— < est un estimateur du maximum de vraisemblance.
D=t
iz X0

On peut déja prévoir que poarsuffisamment grand I'espérance \dg va étre
proche dea. Cela demande a étre précisé.

b) Déterminer E(W,) pourn > 2, puis trouver un estimateur sans biaia.dén
rappelle un résultat vu auparavant : Lorsuest une variable aléatoire suivant une

loi de Pareto de paramétreset xo, la variable aléatoireY =In— suit une loi
Xo
exponentielle de parametae

% En procédant comme on le fera dans le paragrsyikiant avec la loi de Pareto( 3°-b), on démontre

: , . ..h-1 . -
que la suite de variables aléatoires— est un estimateur sans biaiskde

le
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On rappelle aussi qu'une somme meariables aléatoires obéissant toutes a la
méme loi exponentielle de paramdtrebéit elle-méme a la loi gamma de parametres
n etk.

X . . . R
PosonsY, =In—-. Puisque les; suivent une loi de Pareto de paramé#res xo,
Xo

Y; suit une loi exponentielle de parameérdans ces conditions
n X n
Y In=L=%"Y et l'on a une somme de variables indépendante s toutes
n
a la loi exponentielle de parametweOn sait qu’alors la variable aléatoiEYi a

i=1
n

pour densitél(t) = (neil)! e " pourt > 0 et 0 sinon. A son tour
W, = n_-_"n a pour espérance :
Zln ” ZY
EW,) = j —d(t) " &% 2 ¢ sous réserve que cette intégrale

( 1)'
existe. Commen > 1, l'intégrale existe en 0, et enot € 2t" tend vers O et
I'intégrale existe encore.

n-1 n-1
On constate aussi quzls‘qa—z)le "2 pourn> 2, est la densité dEYi , dou:
i=1
0 n-1
[ apzgry
0 (n—2)!
00 00 _1
E(W,) = Cet i [ 47 gap2 g N
( 1)I n-1-0 (n-2)! n-1
Pour avoir un estimateur sans biaisagdé suffit de prendre la suité\{,’) avec :
wy= i
n
n-1 na _
uisqueE =— =——=
puisqueE(W,’) = E(V\é) s

4)Loi normale

Pour une variable aléatoidé suivant une loi normale de parameétrest ¢, la
densité est :

1
o2
Pour le paramétmm, la fonction de vraisemblance s’écrit :

1\ o GemE OemmE (o)’
L(%, Xo,...; X, ,M)= { J e 200 2° 20°
X X Xy s oJ2n

_(=m)?
e 20'2

d(x) =
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1
InL =—n|n(ax/2ﬂ)—?((xl— m2+(%— mM2+..+(¥— n¥)
Cette quantité, considérée comme une fonctioormgdest maximale lorsque la

sommef(m) =(x - m? +(% - M2+...+ (x— m? est minimale.

n
f'im =2M—-x +Mm—=Xx+ ... +Mm—x,) =2(n m—z %). Cette dérivée s’annule
i=1
pour :
n
2%
m=-1=L__ et son signe passe de — & +, ce qui correspondranimum pour.
n

n

2%

Prenons comme variable aléatoire la moyevjjre =2
n
On vérifie queE(Y,) = m et queV(Y,) = ¢*/ n qui tend vers O poun infini. La
suite de variablesy() constitue un estimateur sans biais et conveggemt
« Passons a I'estimation du paramétres®. On a comme précédemment

In Lz—nln(ﬁZnT)—%(()g— m)2+(>§— mZ+..+ ( X nr)

1
= _gm(Z”T)_E((Xl_ m?+ (%= M>+..+ (%= nf)
En dérivant par rapporth:
L 2
m_
1@_2( %)

InL)'=-=
(nb) 2'T T?

n
12(nT—Z(m— )l()z) qui s’annule pour
2T =

)=~

n

> (m-%)?

T=1L ______ en passant du signe + au signe — . En posant
n

n
(m=%)?
_E i _ > _V((xX-m?
Z, = , on vérifie queE(Z,) = o° etV(Z,) = qui tend
n n
vers 0 pour n infini. La suiteZf) constitue bien une suite d’estimateurs sans
biais et convergents @é.

La question de confiance

Jusqu’a présent nous avons donné une estimationpditametre, c’est-a-dire une
valeur fixe, sans savoir le degré de précision éhultat. Si I'on fait 1000 lancers
répétés a pile ou face, cette seule expérienceedarnme idée du parameétpe
correspondant a la fréquence de sortie des facais sn I'on fait une deuxieme
expérience de 1000 lancers, on aura un résultatdéwent différent. Aussi, a défaut
de chercher une valeur ponctuelle du parametreyaose donner un intervalle, si
petit soit-il, dans lequel va se trouver le parametvec un niveau de confiance
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donné, par exemple 95% de chances, des que I'digyEaau moind\N expériences
élémentaires, cette valeur Nettant a calculer.

Reprenons I'exemple des tirages répétés a pileace fivec le paramete
correspondant a la probabilité d’avoir face, p étant celle d’avoir pile. On prend
alors une suite de variables de Bernoi}j) @vecn > 1. On sait que, lorsque I'on fait
X+ X, +

n
dep. On sait aussi que plusest grand, pluS§, va s’approcher dp.

Mais maintenant, donnons-nous une amplitude diratee égale a 2 / 10 par
exemple. |l s'agit de déterminer un entNrtel que pour toun > N, l'intervalle
[S, — 1/10,S, + 1/10] soit un intervalle de confiance du paramptau niveau de
95%. Autrement dit, des que I'on pratique au mdingancers, soih lancers avea
> N, et que I'on a une valeur expérimentaleSi@btenue au bout de cadancers,
on aura p compris entreS, — 1/10 etS, + 1/10 avec une probabilité d’au moins
95%. Il s’agit de trouver cette valeur Ne

. - X : .
n tirages, la moyenne expéerimentsde = I constitue un estimateur

On veut avoirp(S, — 1/10< p < S, + 1/10)> 0,95. Commencgons par appliquer
I'inégalité de Bienaymé-Tchebichef : awepositif aussi petit qu’on veut,

p(S - B=28)< (S”)
< D(ng—zp) puisqueV &, D(lr: p)
o1 o Lo, VW)
PG =10 P 921 0,01
B _ p(l- p)
1-p(S - <o)< = -
B _p(l-p)
p(S - H<e)=1 v
p(—£< S, - p<g)21—p(1—_2p)
ne
p(—Sr,—£<— p<- §+g)21—p(1—_2p)
ne

p(S +e> p> §-e)21- 2P
ne
Dans le cas présent:
1 pQA-p)
——< < S+
P(S P< 3 10? n><001

pa-p)
Ainsi, des quel— > 0,95, on aura 0,1< p< §+0,1)= 0,9t
q 1x0.01 p(S - p< )

La contraintel—M > 0,95s’écrit
nx0,01
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M30,05 soitnzM ,oun= 200@ @ p
0,01n 0,05 0,01
Lorsquep décrit ]0 1[,p(1 —p) atteint son maximum poyr= 0,5, et ce maximum
vaut 0,25 :p(1 — p) < 0,25. Dés que I'on aura > 2000 x 0,25, on aura aussi
n> 2000p (1 —p). Finalement il suffit de prendre> 500. Autrement dit, si I'on fait
N = 500 lancers, aboutissantSg on aura la valeur dp a proximité deS,, plus
précisément ave, — 0,1 <p< §, + 0,1, avec cela avec plus de 95 chances sur 100.

Intervalle de confiance pour la loi de Pareto

On veut connaitre le parametiede la loi de Pareto avec une précision de + 0,1,
avec un niveau de confiance de 95%. On supposequess est compris entre 1 et 2.

Pour cela on reprend la suitd/{) qui est un estimateur sans biais advoir ci-
2

dessus). On admettra que la varianc&\deest : V (W, ") :a—2 lorsquen est > 2.1
n_

s’agit de trouver un entiéd tel que pour toub > N, [W, - 0,1 ,Wy'+ 0,1] soit un
intervalle de confiance deau niveau de 95%.

En appliquant lI'inégalité de Bienaymé-Tchebichéfeer faisant le méme calcul
gque précédemment, on arrive a:

1 VW)
W, '-—< p< + 1-
p( 10 P l 10) 0,01
1 1 a’
W.'-— < p< “+\>1-—
P 10 P Y 10) 0,016- 2

2

10 1 1
En prenantl- > 0,950n est assuré gup(W.'——< p< W'+-—-)=0,9-5.
p n-2) que(W, 0" P<W 10)

100a°
(n-2)
compris entre 1 et 2, dés que 2000x 4+ 2, on aura > 2000a” + 2. Finalement il

convient de prendra > 8002, et méme sans Véritable risque, au vu desratians
qgue nous avons faites dans le calcal= 8000.

Or 1-

> 0,95s’écrit n > 2000a” + 2. Puisque l'on a supposé que a est
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