Transformée de Fourier discrete (DFT) et
transformée de Fourier rapide (FFT)

Théorie et programmation

La transformée de Fourier discrete s’inscrit daes Iméthodes d’évaluation et
d’interpolation de polynbmes. Nous commencons pausnplacer dans I'ensemble des
nombres complexes, celui-ci posséde une strucei@ps, puis nous ferons de méme dans
'ensemble des nombres modydavec p premier, cet ensemble ayant aussi undisteude
corps.

Considérons un polynéme de degré inférieny @e la forme :
PX)=agtayx+a XX +ag X+ ... +a, X"
ou les coefficients; sont des nombres complexes, ou réels. Ce polyrgghearactérisé par le

tableau a entrées de ses coefficiemtsll s’agit d’un vecteur & composantes (complexes ou réelles)
si I'on préfére. Les valeurs attribuées a la vdeiabseront aussi des nhombres complexes.

1) Evaluation et interpolation d’un polynéme
Evaluer le polynbme eK, nombre complexe donné, signifie calcuRéK,). Par exempld>(0) =

a, OUP(1) =ag+a; + & + a3 + ... +a,1. Maintenant évaluons le polyndme ewaleursXo, X, ...,
Xn-1, toutes différentes les unes des autres. On adlatiesi un vecteur a composantes :

P(Xo), P(X0), P(X)) ... P(Xq1)

Cette évaluation peut s’écrire sous forme de matRar exemple pour= 4 :

P(X,) % 1 Xo X5 X
P00 | lal ik X X
P(X;) & 1 X, X3 X5
P(X3) & 1 X, X2 x3

On démontreque cette matricM , appelée matrice de Vandermonde, est inversiblgui permet
d'écrire :

! Montrons-le poun = 4, la généralisation étant simple. RemplagonsipoirementX; par une variablé,
2 3

1 X, X5 X3
avec la matrice1 X, X? X?|, et calculons le déterminant de cette matriced@erminant est un polynéme

1 X, X2 X3

1 x x* x?
enX de degré trois. On constate qu’en faisart Xy ouX; ouX,, on a deux lignes égales, le polynéme s’annule,
il a pour racinesX,, X, X,. On peut mettre en factedf £ Xg) (X —X;) (X—=X,). Puis on faiiX = X3. En appelant

V, le déterminant de la matridé pourn = 4, on en déduit qué, = Vs (X3 —Xg) (X3 —X1) (Xz —X5) carVs est le
coefficient deXs®. Cela se généralisendguelconque. Puis on démontre, par un raisonnepamécurrence aisé,

que V, = I_l (Xj — X/). Ce déterminant étant non nul, la matiitest inversible.
0<i<j<n



8 P(Xo)
& | _ ML P(Xy)
& P(X3)
a3 P(X3)

Autrement dit, la connaissance degaleurs du polyndme empoints tous distincts, sojt = P(X),
permet de retrouver le polyndme. Ce passage, inverse de celui de [I'évaluationppsbe
interpolatior? Il s’agit maintenant de préciser sur quels nomlafissincts X; vont étre pratiquées
I'évaluation ou l'interpolation. Le choix va se parsur les racines*de I'unité.

2) Racinesn®™**de l'unité
L’équationZ’ = 1 admen solutions complexes. Cela signifie que le nombagrhetn racinesn®™s
Celles-ci ont pour images dans le plan complexeséasmets d’un polygone régulier inscrit dans le
cercle de centr® et de rayon 1, avec un sommet de Qoordonnées).fll,e&; coordonnées de ces
points, ou encore les parties réelle et imagind@®racines® " **sont (cos(z k/ n), sin(2r k/ n)) pour
k allant de 0 & — 1.

Appelonsw, la racine principal@®™ de 1, soiw, = cos(Zr/ n) +i Sln(27r/ n)). Lesn racinesn"™*
peuvent toutes s’écrire comme des puissances decteboitw,’ = 1, Wk, W2, ..., Wyt

Exemples :
we w!
W83 WSI
2
wg' g R )
7
5 g
Wi
8 W86 v«f

Les 8 racines®*°de 1, comme puissanceswe A droite, les 4 racines#de 1.

On constate qu'en élevant au carré les huit radfi®Sde 1, on trouve les 4 racine¥"%de 1,
celles-ci étant répétées deux fois :

) =wi=1,

(W82)2 =Ws =W42

(W83)2 =Ws :W43

(W84)2 =Wg =Wy

(Wg)” =Wg~ = Wg
5\2 —

(Wg)™ = Wg" =Wy
62 _ —

(W87)2 =Wg =Wy

(Wg')” =wg’ =Wy

Remarquons aussi que les quatre derniéres racémess3sont les opposées des quatre premiéres,

comme par exempleg®= —wg', avec la formule (pour pair) 1w, ™ = —w"

= W40

o AN 0O O N

N N R O

Ces propriétés, qui se généralisent aisément, seyosit trés utiles par la suite.

2 Pour plus de précision sur I'évaluation et l'ipelation des polynémes, voir chapitralculsdans le cours
informatique et mathématiquesibriqueenseignements

® Pour un rappel sur les nombres complexes, voirpitieanombres complexeslans la rubrique
enseignements / informatique et mathématiques



3) Transformée de Fourier discrete
(ou DFT, Discrete Fourier Transforpn

Par définition, la transformée de Fourier discrédtepolynébmeP(X) de degré inférieur a, ou
encore du vecteur mcomposantes complexaeg ai, &, as, ..., a1, €st le vecteur obtenu en évaluant
le polyndme sur les racinesn®"**de I'unité, soit

PW.), P(W.)), P(W.D), ..., P(w,"™%)

La matriceM associée a pour coefficient sur la ligret la colonng le nombre complexe,’, elle
s’écrit par exemple pour=4 :

M =

3%» :5%\) :E =
séc: :sé.b 3%\) -
séo ::Eou :%» =

1
1
1
1

Pourquoi avoir choisi les racine§™de 1 plutét que d’autres nombres, notamment desbres
réels puisque les coefficientssont souvent eux-mémes réels ? Parce que ldddgire intervenir
des cosinus et des sinus, qui sont les coordordesesacines de I'unité, rapproche la transformée de
Fourier discréte de la transformée de Fourier iass telle qu'on la définit dans le domaine du

continu, et par la méme occasion cela rend la fioemation inverse trés simple, a savoir
l'interpolation.

4) Interpolation et inverse de la transformée de Rarier discréte

L’interpolation, qU| fait passer des valeuys= P(w,) aux coefficientsa; du polyndme, fait
intervenir la matricéV ™, par exemple pour=4 :

=N Yo
& | _ M2 Y1
=) Yo
2! Y3

1 1 1 1

1 2 3
1|1 Wy wtow,

4 -6

On montré queM 1 = o
411 W, ow,T W,

ici pourn=4,
1 w? we w?®

Autrement dit, la matrict * est proche de la matridé, seuls les exposants des racines de l'unité
sont changés de signe, avec une division suppl&ine mpam.

Ainsi, pourn=4etientreO0et3:
= (1/4) §o +yi Wo ' +Y WP + Y w,

et dans le cas général :

* Vérifions qu’avec ce choix dil * on a bierM M ™ = Id. Le terme général du produit, sur la lignet la

1 a1l
colonngj, vautlzv\/n"w;kl :_12 W=D Pouri =j, cela faitn/n = 1, et pouj #1i, la somme donne 0, comme
Ni=o Nico

somme de termes d’une suite géométrique. C’estliemtité Id.



1 T
i =—Z Yi ;"

Un autre intérét de la transformée de Fourier pgafique I'évaluation du polyndéme sur les racines
de l'unité, est de rendre possible un algorithmetidierement performant, selon la technique de la
division en deux. C’est ce qui s'appelle la transf@e de Fourier rapide.

5) Transformée de Fourier rapide
(ou FFT, Fast Fourier Transform

Supposons dorénavant goeest une puissance de 2, ce qui va permettre de das divisions
successives par 2 sans erreur. On peut réécrnpayadmeP(X) en séparant ses coefficients d’'indice
pair et ceux d'indice impair, soit :

PX) = (@0 + @ X*+a, X +as X %) + X (g +aX* + a5 X * +a,X ) ici pourn =8,
=Ppair(x2) +X I:)impail'(xz)
en posanPy(X) = ay + 8 X + & X + 8 X etPynpai(X) =@y + @ X + a5 X° +ay X°

Maintenant remplagonX par une raci‘nen“"me de l'unité. On a vu que le fait d’élever au carré
transformait une racine®™ en racine r/2)"™, et cela a deux reprises lorsque I'on prend toless
racinesn®™ On sait aussi que les racin&§® avecn pair, sont deux a deux opposées. Prenons par

exemplen=8:

P(WBO) :Ppair(W40) + W80 Pimpair(W4O)
P(W81) =Ppair(W41) + W81 I:)impair(W41)
P(W82) :Ppair(W42) + W82 Pimpair(W42)
P(W83) :Ppair(W43) + W83 Pimpair(W43)
P(W84) :Ppair(W40) —wg’ Pimpair(W40)
P(WSS) =Ppair(W41) _W81 Pimpair(W41)
P(W86) :Ppair(W42) _W82 I::’impair(W42)
P(W87) =Ppair(W43) _W83 Pimpair(W43)

Evaluer le polyn6me sur valeurs revient a évaluer deux polyndmes de lomgo®itié surn/2
valeurs, avec en plus/2 multiplications par des racine8™* (et n additions aussp Cela explique la
performance de cet algorithme, et son nhom de twamsgfe de Fourier rapide.

6) Programmation récursive de la FFT

Le fait d’avoir une fonction d’évaluation qui seppeelle deux fois sur deux moitiés invite a faire un
programme récursif. Apres s’'étre doriieous forme d’une puissance de 2, on plachllesefficients
a du polynéme initial dans un tablealN] déclaré en global, de fagon gu’il soit sensiblehaque
appel de fonction. A la fin de I'exécution du pragme, ce méme tableaj] contiendra les
coefficients de la transformée de Foufi€omme la fonction d’évaluation se rappelle surmegiés,
puis des moitiés de moitiés, etc., il s'agit denlennaitre le morceau du tableau sur lequel oreopé
D'ou la fonction evaluer (k, n) qui agit sur le morceau commencant par la caseémuk et de
longueurn. Le fait de calculer de nouvelles valeurs dansnoeceau a partir des anciennes exige de

® Le tempsT(n) mis pour évaluen cas est tel qué(n) = 2 T(n/2) +n, d’ot T(n) de I'ordre den log n.

® On notera I'analogie de ce programme avec celuridpar fusion, un classique des algorithmes rgtur
agissant sur un tableau. Comme celui-ci est phaplsi que celui de la transformée de Fourier, oa mtérét a
bien le comprendre avant de se lancer dans le gamoge actuel (voir chapitrg&cursif et itératifdans le cours
d’algorithmique rubriqueenseignemenksPour les mémes raisons, cet algorithme estlegn.



faire les calculs dans un tableau auxiligilepour éviter les interférences, avant de renvdgsr
résultats obtenus dans le morceau du tabBhwoncerné, ou les nouvelles valeurs écrasent les
anciennes.
N
K
OO T I I T T T T T T T T T T T T T T T T 111
<T>
Le test d’arrét de la fonction se produit pour 2. L'évaluation se fait sur le polyndme de degré
inférieur a 2, de la formB(x) = a, + a1 X, par exemplé(x) = a, + a; x sik = 0. Il s’agit de I'évaluer
sur les deux racines carrées de 1, soit 1 et -A1rdDve :

P(1) =ac + &
P(_ 1) =adp —+1

Lorsque I'on faitevalue(k, 2), ces deux résultats sont d’abord calculés dansbleau auxiliaire
t[], puis ils sont placés dans les caketk +1 du tablea@[] ou ils écrasent les anciennes valeurs qui
étaienta, etay.1.

Pour comprendre le cas général, prenons I'exenmipiples ol N = 4, et appelons la fonction
evalue(0, 4). Le polyndmé>(x) = a, + a, X + @, X + ag X° dont les 4 coefficients sont placés dans le
tableaua[], commence par étre séparé suivant ses coefficidindice pair et ceux d’indice impair,
par le biais d'un tableau auxiliaitg. Au terme de ce transfert, le tableau contiestdoefficients, a,

a; a dans cet ordre. Tout se passe comme si I'on aaiix polynbmes de degré moitié en
succession Pp,i(X) = ap + & X et Pimpai(X) = auX + &g x°. Puis la fonction d’évaluation est rappelée sur
ces deux moitiésay a, (pourk = 0) eta; as (pourk = 2). Grace au test d'arrét, le tablefuicontient
maintenant les quatre termast+ a,, ap —a,, &; + a3, & —ag. Il s’agit, dans cet ordre, de

Ppair(l)a Ppair(_l)a Pimpair(l)a Pimpair(_l)-

Ces quatre nombres permettent d’évaluer le polyr@mer les 4 racines quatriemes de I'unité, en
faisant :

P(l) = Ppair(l) + I:)impair(:l-) = + a + ady + as

P(i) = Ppai{—1) +i Pimpai(—1) =ap —ax +1i (a1 —ay)

P(—1) =Ppai1) —Pimpai(1) =0 + a1 — (@ + a3)

P(H) = Ppai(—1) =i Pimpai(—1) =a0—a, —i (a1 — &)

et ces résultats sont placés dans le tatdBaprés avoir transité par un tableau auxiligjfe

Dans le cas général, dlipeut étre bien supérieur a 4, il arrivera queolaction se rappelle sur
evalue(k, 4) et non plus suevalue(0, 4). Il conviendra de tenir compte de ce déealagsque I'on
effectue les calculs. Il n'y a plus qu'a écrirgplegramme. Dans ce qui suit, le programme princpal
contente de calculer au préalable les rachi€§°de 1, puis il est chargé de remplir le tableatiaihi
a[N]. En fait, les coefficients; étant des nombres complexes, on fabrique deusaak] I'un avec la
partie réelle dey;, I'autre avec sa partie imaginaire. Puis on appkll fonctionevalue(0, N) qui
ramene la transformée de Fourier dans le mémeatasfe

Cela étant fait, on peut alors faire agir sur leldaua[] obtenu l'inverse de la transformée de
Fourier afin de retrouver a la fin le tableai du polynéme initial. Il suffit pour cela de pree les
racines -N°"*°a la place des racind8™**dans le tableaw{] et de les injecter dans la méme fonction
d’évaluation, en divisant finalement les résultzsN. Et la boucle est bouclée.

#define N 16
#define deuxpi (2.*M_PI)
double wreel[N],wimag[N],areel[N],aimag[N], aared]jaaimag[N],treel[N],timag[N];

int main()
{ inti;
racinesnemesdel1(N);



polynome(N);

evaluer(0,N);

printf("\n\n Evluation par FFT\n");

for(i=0;i<N;i++) printf( " (%3.1If %3.1If) ",aeel[i],aimag][i]);

/* interpolation par FFT inverse a partir du résattobtenu par la FFT */
racinesmoins(N);
evaluer(0,N);
printf("\n\n Interpolation par FFT\n");
for(i=0;i<N;i++) printf( " (%3.11f %3.1If) ",aeel[i]/(float)N,aimag[i]/(float)N);
getchar();return O;

}

void racinesnemesdel(int n)
{inti;
for(i=0;i<n;i++) { wreel[i]=cos(deuxpi*i/(floan); wimag[i]=sin(deuxpi*i/(float)n); }

void polynome(int n)
{iinti;
for(i=0;i<n;i++) {areel[i]=i+1; aimag[i]=0;} /* un exemple de polynéme */
printf("\n\n Polynome avec ses %d coefficieimts,N);
for(i=0;i<N;i++) printf(" (%3.2If %3.2If) ",aeel[i],aimag]i]);
}
void evaluer(int k, int n)
{ double wPimpreel,wPimpimag; int nsur2,i,g)kpo;
if (n==2) { treel[O]=areel[Kk]; treel[1]=aredif1]; /* test d’arrét */
areel[K]=treel[0]+treel[Hreel[k+1]=treel[0] - treel[1];
timag[O]=aimag[k]; timadfaimag[k+1];
aimag[k]=timag[0]+timag[Himag[k+1]=timag[0] - timag[1];

}
else
{ nsur2=n/2;
for(i=0;i<nsur2;i++)
{j=k+ 2%;
treel[i]=areel[j]; treel[i+nsur2freel[j+1]; /*Pyairet Pimpair */
timag|[i]=aimag([j]; timag[i+nsur2¢maglj+1];

for(i=0;i<n;i++) { areel[k+i]=treel]j aimag[k+i]=timag][i];}
evaluer(k,nsur2){* rappels de la fonction d’évaluation */
evaluer(k+nsur2,nsur2);
ji=N/n;
for(i=0;i<nsur2;i++)
{ expo=ijj; \
/* calculs du produit de.R.; avec les racines“i®*/
wPimpreel= areel[k+nsur2+i]*wrpedpo] - aimag[k+nsur2+i]*wimag[expo];
wPimpimag= areel[k+nsur2+i]*winjagpo] +aimag[k+nsur2+i]*wreel[expo];
treel[i]=areel[k+i]+wPimpreel;timag[i]=aimag[k+i]+wPimpimag;
treel[i+nsur2]=areel[k+i]-wPimpmle timag[i+nsur2]=aimag[k+i]-wPimpimag;

for(i=0;i<n;i++) { areel[k+i]=treel[i] aimag[k+i]=timag][i]; }
} }
void racinesmoins(int n)
{inti;
for(i=0;i<n;i++) { wreel[i]=cos(-deuxpi*i/(flo&)n); wimag[i]=sin(-deuxpi*i/(float)n); }

}



7) Programmation itérative de la FFT

La méthode de la FFT consiste a partir du polynBragec ses coefficients (i de 0 aN — 1), puis
a le couper en deux de fagon répétée, les nouvpalyndmes correspondants étant placés en
succession l'un aprés l'autre. Il se produit alors changement dans I'ordre des coefficients. Par
exemple poulN = 8, on observe I'évolution suivante :

lap a1 2 a3 ag a5 ag 27|

lagp @ a4 ag] [a a3 a5 a7

SO

L’ordre final des coefficients correspond a I'éaré des indices en binaire dans le sens croissant
(des poids faibles au poids forts), puis a convedgs nhombres en décimal en les lisant dans le sens
décroissant. Il s’agit d'une lecture a I'envers dembres en binaire (en anglaisreverseg

0 1 2 3 4 5 6 7 nombres successifs

000 001 010 011 100 101 110 111  écribimaire des nombres dans le sens décroissant
000 100 010 110 001101 011 111 écriimaire des nombres dans le sens croissant
0O 4 2 6 1 5 3 7 conversion des nombres ci-dessus en décimal

Lorsque le programme récursif part d'en haut pascdndre jusqu’aux polyndmes de degré 1, le
programme itératif fait le parcours en sens inveispart d’en bas pour aller vers le haut. Larpiere
chose a faire est de prendre le tablefudes coefficients du polyném et de les replacer dans un
tableau[] en suivant maintenant I'ordre des bits inver€&sla se fait grace aux fonctions suivantes :

int rev(int i) /* passage du nombre i (en base 10) a son trangfarambre=rev(i) avec les bits a I'envers */
{ int g,nombre,puissdeux,k,bit;;
nombre=0; puissdeux=2; q=i;
for(k=0;k<S;k++)
{ bit=g%2; nombre +=bit*N/puissdeux;
g=q/2;/* division par deux avec quotient q et reste Bit *
puissdeux*=2;
}

return nombre;

}

void bitreversedeaverst(void¥ les coefficients a[] sont mis dans t[] dans line des bits inversés */
{ intij;

for(i=0;i<N;i++)

{ j=rev(i); treel[j]=areel[i]; timag[j]=aimag];}

Mais comment faire la remontée ? Reprenons I'exerdgN = 8, ou la racine %8* principale de
I'unité estw =e' %8, Le polyndmeP(X) qui est coupé en deux :

P(X) = Ps(X?) + X P(X?) ouPs a pour coefficientsay a, a, as etP, : a; a; as a;

Puis le polyndmép est a son tour coupé en deux :

Pe(X) = Pee(X?) + X Po(X?) ouPspa pour coefficientsag a, etPp : a; ag
ainsi que le polynéme, PP,(X) = P|p(x2) + X PH(X2) ouPp a pour coefficientsa; as etPp : az a;

La succession des polynéms, Pp,, Pjp, P, donne bien I'ordre des coefficients dans le serss d
bits inversés. Commencons par évaluer ces polyn@neg = 1 etw* = — 1, en appelant leurs
évaluations respectivéy b; b, bs by bs bg by :



bo=ay+ay bi=ay—a; (avedPpd1) =hy etPpe(-1) =hy)
b=ay+as b3=ax;—as (Ppi(l) etPp(-1))

by=ay+as bs=a;—as Pp (1) etPp (-1))

b6 —azt+ay b7 =dz—dy (P||(1) etP”(—l))

ou encore en utilisant le tablegl:
b():to"'tl b]_:to—tl
b2=t2+t3 b3=t2—t3
b4:t4+t5 b5=t4—t5
b6=t6+t7 b7=t6—t7

A partir de 13, évaluons les polyndnfaset P, sur les racines®, w?, w* = -w’,w’= -w* en notant
leurs évaluations respectivesc; ¢, C; C4 Cs Cs C;, COMmMe notamment
Co = Pe(1) =Ppe(1) +Pp((1), €1 =Pp(W) = Pee(—1) +W Pp(-1), etc. :

Co=hbo+b, ci=bi+wWh; (Pe(1)etPa(wW))
C = b() — b2 C3 = b]_ —\/\/2 b3 (Pp(—l) eth(—VVz))
Ci=hys+bs Cs=bs+wWPh, (P(1) etP,(wW?)
Co=bs—bs c,=bs—w'b" (Pi(-1) etP,(-w?))

Enfin, évaluond sur les 8 racines"®sde I'unité, en notard,, d,, ..., d; ces évaluations, comme
par exemplal, = P(1) =Pg(1) +P(1), dy = P(W) = Pe(W?) +w P,(W), d, = P(W?) = Pp(—1) +W* P,(-1),
etc. :

do=Co+Cs, 0 =CL+WCs, h=C+W G5, dz3=C3+W ¢
dy=Co—Cys, ds=C;—WGCs, ds=C,—W Cs, 0y =C3—W C;

On s’apercoit alors d'une similarité dans les pgssauccessifs déversh, desb versc et desc
versd. C’est cela qui permet la programmation itérative.

L'étapes = 1 fait passer des élémentstdawux évaluation®, avec les formules :

by =t[K] + 1t[k+1] aveck pair, ‘

bz =t[K] — 1t[k+1] ol 1 et — 1 sont les racin€s'8prises de 4 en 4.

Ces évaluations sont faites a l'aide des variadledliairesu etv, avec iciu =t[K] etv =r t[k+1],
ou k prend les valeurs paires 0, 2, 4, 6f st la racine 8° concernée. Une fois ces évaluations
effectuées, celles-ci sont remises dans le taltfeau

L'étapes = 2 fait passer di] aux évaluationg, avec les formules :

= K] + WX t[k+2]

Curz = t[K] =W t[k+2]

Notons que les racine§"8°sont prises de 2 et 2, et guprend les valeurs 0, 1, 4 et 5.
Une fois ces évaluations faites, on les remet tatablead]].

A I'étape finales = 3, on passe aux évaluatiahsavec les formules :
Ok = t[K] + W t[k+4] \
s = t[K] — Wt[k+4] , avedk prenant les valeurs 0, 1, 2, 3 et les racii@Sgrises de 1 en 1.

On constate que I'on utilise & chaque étape le mémme de formule. La principale difficulté
consiste a calculer les indickesce qui nous améne a faire une double boucle fiertee :

for(j=0; j<n/2; j++) for(k=j; k<N; k+=n) oun= 2



Programme

#define N 128

#define deuxpi (2.*M_P1I)

void racinesnemesdel(int n);

void polynome(int n);

int rev(int i);

void bitreversedeaverst(void);

double wreel[N],wimag[N],areel[N],aimag[N],treel[Njmag[N],ureel,uimag,vreel,vimag;
int S;

int main()
{ inti,j,k,expo,s,n;
racinesnemesdel(N}* fonctions déja faites, voir le programme réctirgi
polynome(N);
S=(log(N+0.0001)/log(2.));/* pour N=8=2, ona S=3%
bitreversedeaverst();
for(s=1;s<=S;s++)y* S étapes de calcul */
{ n=(int)pow(2.,s);/* pour N = 8, n prend les valeurs 2, 4, 8 */
for(j=0;j<n/2;j++) for(k=j;k<N;k+=n)

{ ureel=treel[k]; uimag=timag[k}* u avec parties réelle et imaginaire */
vreel=wreel[N/n*]*treel[k+n/2]-wag[N/n*j]*timag[k+n/2]; /* v = r t{k+n/2] */
vimag=wreel[N/n*j]*timag[k+n/2]+winag[N/n*j]*treel[k+n/2];
treel[k]=ureel+vreel; timag[k]=uag+vimag;
treel[k+n/2]=ureel-vreel; timag[k/2]=uimag-vimag;

}

printf("\n\n Transformee de Fourier\n");
for(i=0;i<N;i++) printf(" (%3.1If %3.1If) ", teel[i],timag]i]);
getchar();return O;

}
8) Transformée de Fourier rapide dans un corps fini

Nous avons vu la transformée de Fourier d’un patyaB de degré inférieur Bl dans le corp€
des nombres complexes, qui consistait & évalysoligmdme sur ledl racinesN""*de I'unité dans C,
de la formen' avecw racine primitiveN°™ Le choix de ces racinedé™**s’expliquait par la facilité de
pratiquer la transformée de Fourier inverse dansasece qui permet d'interpoler le polynéme, €’est
a-dire de retrouver le polynéme a partir de sesuralsur led racines de I'unité. Rappelons que le
passage du polynénie (vecteur aN composantes) a sa transformée de Fourier (quaesti un
vecteur aN composantes) s'effectuait par le biais d’'une roatrile Vandermond#l,, dont le
déterminant\l,,| est |_| (W -w')

0<i <J<N

Pour appliquer la transformée de Fourier rapideT{Fon devait en plus choisM comme une
puissance de 2, de facon a découper le polynérdewna plusieurs reprises. Nous allons maintenant
généraliser cela dans un corps qui n'est plus akdginombres complexes, mais un corps fini, pour
nous ce seré,, c'est-a-dire 'ensemble des nombres mogubvecp premier, ce qui peut s’écrii,
={0, 1, 2, ...,p— 1} lorsque I'on ramene les nombres modpl@ntre 0 ep — 1. Mais commencgons
par quelques précisions théoriques.
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a) Racine primitive N®™ de I'unité dans un anneau ou un corps

Si dans un corps tous les éléments sauf 0 sontsibles, dans un anneau tous les éléments ne sont
pas inversibles, et il peut exister des divise@®dPar exemplesZ {0, 1, 2, 3, 4, 5} le groupe des
inversibles est(6) = {1, 5} a savoir les nombres premiers aveet@| existe des diviseurs de 0, ici 2,

3, 4 puisque 3 = 0 ou ¥4 = 0. Précisons qu'un élément qui n'est pas urseir de O est
forcément inversible.

Définition

Dans un anneau, un élémenest une racine primitivid®™ de I'unité si :
e W=1

« 1-w est inversible pour toutentre 1 etN — 1

Cette définition implique d'abord que tous l&ssont inversibles, puisque 1 est inversible, et que
pouri entre 1 eN — 1, le fait d’avoin/ W' = 1 prouve quev est inversible. Elle implique aussi que
w est d’ordreN, puisqueAf“ =1etw # 1 pour les de 1 aN — 1 (en effet, si 'on avait/ = 1, on aurait
1-w =0, et 1 -w ne serait pas inversible). Enfin, sachant queterchinantNl,| de la matrice de
Vandermonde est formé de facteurs de la forme-(W) = w(1 —w™"), chacun de ces facteurs est
inversible, et par suite le déterminalt,| est inversible, ce qui signifie que la matriMg est aussi
inversible dans 'anneauM(,)™* existe.

Si 'anneau est un corps, la définition se simglifiUne racine primitiveN°™ de I'unité est un
élémentw d’ordreN : wW" = 1 etw # 1 pouri de 1 &N — 1.

Racine primitive N*"de I'unité dans le corps 4 et transformée de Fourier rapide

Dans le corpZ, ap éléments, avec son groupe d’'inversidl§p) ap — 1 éléments (de 1@— 1),
on sait que l'ordre d’'un élément inversible estdinseur dep — 1. On a finalement deux contraintes
SurN:

N divisep — 1,

N est une puissance de 2, de fagcon a pouvoir peatlguransformée de Fourier rapide.

Dans ces conditions, comment avoir une racine pivielN°™ de I'unité ? Sachant qué(p) est un
groupe cyclique, il admet au moins un génératpdont les puissances successives décri\kpt,
c’est-a-dire que est d’ordrep — 1. Prenong ® ~Y'N cet élément est d’ordié, il s’agit d’une racine

primitive w.
Exemples

e p =17 etN = 8, puissance de 2 qui divipe— 1. Un générateur dd(17) est 3. Un élément
d'ordreN = 8 est ¥ = 9. Son inverse 2 est aussi d’ordre 8, commeeon e vérifier en prenant ses
puissances successives : 2, 4, 8, 16, 15, 13, 9, 1.

 p=17 etN = 16, puissance de 2 qui divipe- 1. Grace a ce qui précede, une racine primitive
estw = 3 qui est un générateur, et son inverse 6 asi diordre 16.

« p =97 etN = 32. Un générateur dg(97) est 5. On prend comme racine primitivé"S2le
Iunité w = 5°%?= 5°= 28,

" Ce paragraphe permet de définir une transforméEodeier dans un anneau [NAU1992], de facon plus
générale que dans un corps. Mais nous nous conteittode donner la définition d’'une racine priméti sans
aborder le probléme plus avant. Notre propos corcen effet le cas plus simple du corps
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b) Programmation

On se donne le nombre premkainsi que le nombrBl qui est une puissance de 2 et qui divise
N — 1, comme on I'a fait dans les exemples précéd€nm détermine aussi un généragdu groupe
cyclique U(p), ce qui permet de trouver une racine primitNg* de I'unité dandJ(p), soit W. Les
racinesN°™**de I'unité sont les puissances successived/damenées modul®. Elles sont obtenues
par la fonction suivante, qui les enregistre dartableaw[N] :

void racinesnemesdel(int wwj dans le programme principal, on prendre ww = W *
{inti;

w[0]=1; /* le tableau w[] doit étre déclaré en global */

for(i=1;i<N;i++) { w[i]=ww*w[i-1]; while (w[i] >=P) w[i]-=P; }
}

Les coefficients[] du polynbmeP donné sont mis dans I'ordre des bits inversédaeép dans le
tableau[], comme on I'a déja fait précédemment, ce tabtfaétant déclaré en global :

void bitreversedeaverst(int aa[]) cette fonction s’appliquera au polynéme P initia
{ intij;
for(i=0;i<N;i++) {j=rev(i); t[j]=aali];} /* reprendre la fonction rev() traitée précédemmunt

}

Ces deux fonctions vont étre intégrées dans latifoméft() qui prend comme variables le tableau
des coefficientsa[] du polynédme dont on veut avoir la transforméeFeirier rapide, ainsi que la
racine primitiveW utilisée pour cela. Il s’agit d’'un programme amgie a celui de la transformée de
Fourier avec des nombres complexes, sauf que @amcsd présent, il s’agit de nombres entiers
beaucoup plus simples, que I'on se contente derrarmaoduloP lors des calculs. La transformée de
Fourier du polynbme se trouve placée a la fin dartableau[] dont le contenu s’est transformé au
cours de I'exécution de la fonctidit().

void fft(int aa[],int ww)
{intjk,s,nu,yv;
racinesnemesdel(ww);
S=(log(N+0.0001)/log(2.)); /* S est déclaré en global */
bitreversedeaverst(aa);
n=2;
for(s=1;s<=S;s++)
{ for(j=0;j<n/2;j++) for(k=j;k<N; k+=n)
{ u=tlk];
v=w[N/n*j]*t[k+n/2]; while(v>=P) v=P;
tikl=u+v; if (t[k]>=P) t[k]-=P;
tlk+n/2]=u-v; if (t[k+n/2]>=P) tfkn/2]-=P; if (t{(k+n/2]<0) t[k+n/2]+=P;
}
n=2*n;
}
}

Le programme principal consiste a entrer le polya&avec ses coefficientf]. Puis la fonction
fft() est appelée, et les résultats affichés darabledu[] ou si I'on préfére dans un tabletita[].

for(i=0;i<N;i++) a[i]=rand()%(N-1)+1;/* un exemple de polynéme */
printf("\n Polynome a avec ses %d coefficiekni§N); for(i=0;i<N;i++) printf(" %d ",a[i]);

fft(a,W);
printf("\n Transformee de Fourier de a\n"¥pr(i=0;i<N;i++) { ffta[i]=t[i]; printf(" %d ", fft a[i]);}
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¢) Produit de deux polynémes

Un intérét majeur de la transformée de Fouriedestendre plus rapide la multiplication de deux
polynémes. Dans le cas présent, on se place faes'on a définiN comme une puissance de 2
divisant p — 1, avedN racine primitiveN°"de I'unité.

Les polyndmes utilisés ont leurs coefficients dapset leurs évaluations sont aussi faites dgns
On sait que le produit de deux polynémes de detégiéur aN/2 est un polynébme de degré inférieur
aN. Par les méthodes de calcul classiques, la pesficende I'algorithme du produit est de I'ordre de
N 2.8 Une autre méthode consiste a utiliser la transerde Fourier, avec une performance améliorée,
de l'ordre deN log N, comme on I'a vu. Comment s’y prend-on ?

On se donne deux polyndmaset B de degré inférieur B/2 définis par leurs coefficiengN] et
b[N] modulop, par exemple poud = 8 :

AX) =7+ X+ 7X?+ 6X % avec le tablead[8] : 7, 2, 7,6,0,0,0,0
BX) =4+ 3X+6X%+X?

On commence par chercher leurs transformées deieFoee qui donne les évaluations des
polyndmes sur ledl puissances dé¢/, soit :

FFT(A,W:5,2,1,7,6,0, 16, 2
FFT(B, W : 14,8,66,6,14,7,5

L'évaluation du produi€ = AB sur lesN puissances d¢/ se fait tout simplement en multipliant les
évaluations d&\ et deB terme a terme, par exemple 54 = 2 [modulol7], puis 28 = 16, etc. On
obtient ainsi trés facilement ce qui est la tramafie de Fourie€’ de C. Dans le cas présent :

C' =FFT(C,W: 2, 16,6,8, 2,0,10, 10
Pour obtenilC, il suffit de prendre la transformée de Fouriefeirse. On sait que celle-ci consiste a

faire la transformée de Fourier avec les puissamtedV’, et & multiplier le résultat pak™
Finalement :

C=N'FFT(C, W"
Dans notre exemple, on trou@X) = 11 + 1X + 8X?+ 13X * + 11X * + 9X° + 6X® [modulo 17]

Le programme correspondant reprend les fonctiongsagls précédemment. Le programme
principal s’articule ainsi :

#define P 97/* un exemple */

#define N 32/* puissance de 2 qui divise 96 */
#define W 28/* racine primitive N™de l'unité */
int W[N], t[N],y[N],S,invN,invW;

int main()

8 Le produit de deux polyndmes définis par leurselabk de coefficienta[] et b[] suivant les puissances
croissantes donne un polynéme dont les coefficigfhfseuvent étre calculés ainsi :
printf("\n\n Polynome ¢ = ab avec ses %d ficiehts :\n",N);
for(i=0;i<N;i++) c[i]=0;
for(i=0;i<N/2;i++) for(j=0;j<N/2;j++) c[i+j]+=di]*b[j];
for(i=0;i<N;i++) { while (c[i]>=P) c[i]-=P; prntf(* %d ",c[i]);}
Pour plus de détails, voir le chapitcalculs numériqueslans le coursnformatique et mathématiques
rubrigueenseignements
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{intij,a[N]ffta[N]; int b[N],fftb[N]; int c[N ],p[N];
for(i=0;i<N/2;i++) a[i]=i+1; for(i=N/2;i<N;i++) a[i]=0; /* polynome a */
printf("\n Polynome a avec ses %d coefficieki§N); for(i=0;i<N;i++) printf(" %d ",a[i]);

fft(a,W);
printf("\n Transformee de Fourier de a\n");(fe0;i<N;i++) { ffta[i]=t[i]; printf(" %d ", ffta[i ]);}

printf("\n\n"); /* polynome b */

for(i=0;i<N/2;i++) b[i]=rand()%(N-1)+1;

for(i=N/2;i<N;i++) {b[i]=0;}

printf(" Polynome b avec ses %d coefficient§,N); for(i=0;i<N;i++) printf(" %d ",b[i]);

fft(b,W);
printf("\n Transformee de Fourier de b\n");(feB;i<N;i++) { fftb[i]=t[i]; printf(" %d ", fftb[i 1);}

printf("\n\n Produit p des transformees derende a et de b terme a terme\n" );
for(i=0;i<N;i++) { p[i]=ffta[i]*fftb[i]; while(p [i]>=P) p[i]-=P;}
for(i=0;i<N;i++) printf(" %d ", p[i]);

[* transformée inverse de p */

invW=inverse(W); invN=inverse(N);

fft(p,invW);

for(i=0;i<N;i++) { t[i]=t[i]*invN; while (t[i]>= P) t[i]-=P;}

printf("\n\n **** Transformee inverse de p domtac = ab \n"); for(i=0;i<N;i++) { printf(" %d " H]); }
getchar();return O;

}

Avec l'appoint de la fonction déterminant l'inverséun nombre modulg, écrite ici de facon
rustique :

int inverse(int x)
{inti,produit ;
for(i=1;i<=P-1;i++)
{ produit=x*i; while (produit>=P) produit-=P;
if (produit==1) return i;
}



