Géomeétrie sphérique :
plus courts chemins, théoreme de Girard,
relations trigopnométriques, isométries de la sphére

Au cours de I'histoire, I'étude de la géométrie édpue a d’abord été I'oeuvre d’astronomes.
Avant de devenir la géométrie de la sphére tegesttte géométrie a été celle de la sphére céleste
Dans sonAlmagestg Ptolémée (années 200) fait référence aux travdesx Egyptiens et des
Babyloniens en la matiere, des milliers d’annégzsaevant. Mais le premier manuscrit qui ait été
conservé jusqu’a nos jours est celui du grec Actidyde Pilate (années — 400). Bien avant Ptolémée,
d’autres mathématiciens-astronomes grecs se shrtréls, comme Theodosius qui échis
Sphériquesdans les années — 200, puis Menelaus d'Alexar(drieées — 100) dont I'ouvrades
Sphériquesa été conservé grace a sa traduction en arabe.

Plus tard, entre les années 800 et 1200, de nombrathématiciens arabo-persans développent a
leur tour la géométrie et la trigopnométrie sphéguCitons notamment Al Khwarizmi, lbn Qurra
(années 800-900), Ibn Iraq et Al Biruni (annéesP®I Tusi (années 1200). Puis en Europe,
Regiomontanus (années 1400) reprend les travauXadgonome maghrébin Ibn Aflah, et de
nombreux savants développent ensuite la géomgfnigrigue, notamment N. Copernic (années 1500),
F. Viete, A. Girard (années 1600) et L. Euler (@m#&700). Les principales propriétés de la géométri
sphérique sont alors connues et démorfrées

Nous allons maintenant rappeler ces propriétésca@nmencant par définir les concepts de
longitude et de latitude, par analogie avec la spte@¥restre.

La spheére est définie par son centre et son r&ydtour simplifier, nous supposons que le centre
de la sphére est le poift, origine du repere en 3 dimensions. Un paihtx, y, 2) appartient a la
sphére si et seulement 8M = R, ce qui revient 2OM * = R, et en appliquant le théoréme de
Pythagore, par analogie avec le cercle, on trouve :

X+y+Z=FR.

Cette relation entrg, y etz est I'équation de la surface de la sphére. Maie dermule n’est pas
toujours trés pratique. On préfere déterminer kitmm d’'un pointM sur la sphere par le méridien et
le parallele sur lesquels il se trouve, le méridigant un demi grand cercle passant par les petlés,
paralléle un cercle dans un plan paralléle & a#uiéquateur.Cela revient & se donner sa longitude
et sa latitude. Les coordonnées d’'un pdnsur la sphére dépendent des deux anghas longitude,

! Menelaus introduit la notion de plus court cheraitire deux points sur la sphére, et donne la versio
sphérique du théoréme qui porte son nom en géan@ame. Ce théoréme peut s’énoncer ainsi : sditiamgle
sphériqueABC. Si un grand cercle coupe les grands celsBBC et CAenD, E etF, alors
sinDA sinEB sinFC_l

sinDB SinEC sinFA

2 On pourra consulter & ce sujet le livre de A.Bs&teld,A History of Non-Euclidean Geometf$pringer
2012).

% Pour voir comment construire une sphére avec saidiens et paralléles en utilisant une perspective
cavaliere particulierement simple, et passer affes coordonnéesx,(y, 2 d'un point de la sphére aux
coordonnéesxg, ye) sur un écran d'ordinateur, on pourra se référ@éamétrie 3ddans le courgraphisme et
géomeétierubriqueenseignementsur mon sitgierreaudibert.fr



et/ -la latitude, ave@ compris entre 0 etz2 etl entre -n/2 etn/2. D’'ou les équations paramétriques
de la sphere, avec les coordonnéelidm fonction de et :

X =R cosl cosp
y =R cosl sing
z=RsiM

1. Grands cercles et petits cercles

La géométrie sphérique est un exemple de géomdnecuclidienne, come on va le constater.
Commencons par prendre deux poiltst B sur la sphére. Un plan passant par ces deux pmofse
la sphére suivant un cercle. Si les deux pointsomé pas aux antipodes d’'un de l'autre, et quefiin
tourner le plan, on obtient soit des petits cercedt un grand cercle, lorsque le plan passe gar |
centreO de la sphere, et ce grand cercle coupe la phéransudeux hémisphéres de méme surface
(figure 1). Par contre si les deux points sont aux antipgdesime le péle nord et le pble sud), on
n’obtient que des grands cercles.

Figure 1 : Intersection de la sphére et de plans, avec dés wercles et un grand cerclen(
rouge.

2. Plus court chemin entre deux points

Reprenons les deux points de la sph®rt B non situés aux antipodes, et le grand cercle eniqu
qui passe par ces points, situé dans le PlaB. Cela donne deux arcs entre ces points, I'un @last
court que l'autre. On démontre alors que le plugtochemin entre ces deux points est unique et qu’i
s'agit de I'arc de grand cercle le plus court j@ighces deux pointdigure 2. Par analogie avec la
géomeétrie euclidienne ou le plus court cheminasighe droite et que par deux points passe uredroi
unique, un grand cercle de la sphére peut étreéd@de comme unéroite. Mais cette droite n’obéit
pas aux mémes axiomes que ceux de la géométridiennke. Cette derniere indique que par un point
passe une unique droite paralléle & une droite@mroiest-a-dire qui ne la coupe jamais. Par cantre
géométrie sphérique, deux grands cercles -c’esteadbux droites se coupent toujours en deux
points situés aux antipodes I'un de l'autre. lixié¢e plus de droites paralléles en géométrie spiner

De plus une droite sphérique a une longueur fati@on plus infinie. Enfin, dans le cas partiaulie
ou les pointsA et B sont aux antipodes, il existe une infinité de geanercles passant par ces deux



points. C’est une autre entorse a la géométriddieiche ou par deux points ne passe qu’ieule
ligne droite.
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Figure 2: Exemples de plus courts chemins sur la spherestes

2.1.Esquisse de démonstration sur le plus court chen

Dans tout ce qui suit, nous considérons la sphgretain rayon unit

Prenons deux pointd et B sur la sphee. Pour faciliter les calculs, et quitte & pragiqules
rotations, faisons en sorte que le pcA soit au pble nord, et que le poiBtsoit sur le méridien
d’'origine, c'est-adire dans le plaxOz L’objectif est de montrer que I'arc de grand ¢erL de
méridien) entreA et B est le plus court chemin sur la sphére entre cagspgar rapport a d’autr
arcs de cercle eux aussi sur la sp*. Pour cela placons le poifita I'intersection de la droiteAB) et
et de I'axe PX), et posonOC=a.

Puisprenons un point quelconque sur 'aOy) tel queOD =b. On obtient ainsi le plaACD, qui
varie en fonction dd (figure 2). Ce plan coupe la sphére suivant un cercle pagsatA et B, ce
cercle ayant pour centre le projeté orthogH du pointO surle plan. A cause de I'angle droit, s
rayonR est tel queOH + R = 1 (1 étant le rayon de la sphére). Le JACD a pour équatiox/a + y/b
+z=1, et la distanc®H vaut :

OH = = , d'ott R? =1—%.
Vi@ +1/0° +1 1/a®+1/b°+1

Le rayon est mdmal lorsque est minimal, c’est-aire lorsquel/a®+1/b%*+1

1/a®+1/b*+1
est maximal, c’est-a-dire pobrle plus petit possble, ce qui se produit poer0, auquel cas le cerc
est dans le plarOz ce qui correpond a urrc de grand cercle entfeetB. Or il est bien connu gt
plus un cercle passapar deux points a un raycgrand plus la courbure est faible et plus I'arc
cercle entréA et B est court. L'arc de grand cercle correspond bieohamin le plus court ere A et
B.

* Cela limite la démonstration puisque I'on se coteate chemins formés d’arcs de ce



Figure 3: A gaucheun petit cercle passant paret B dans le plarACD, a droite, le grand cercle
donnant le plus court chemin dea B sur la sphére.

2.2. Distance entre deux points
La distance entre deux poimset B sur la sphére est la longueur de I'arc de grandecgui les
joint, soit 'angle au centrAOB en radians, le rayon de la sphére étant pris&gafigure 4). Si I'on

connait les coordonnées des poiket B sur la sphére unité, on a aussi

COSAOB) =Xxa Xz +Ya Y& + Za Zz grace au produit scalai@A OB.

Figure 4: Distance entre deux points sur la sphére u@igéte distance est un angle en radians.

3. Aire d’'une tranche (ou bigone) de la sphére

Prenons deux points aux antipodes, comme le paié eble pble sud. En tracant deux demi-
cercles méridiens entre ces deux points, séparésnpangled (inférieur arx), on obtient une surface
en forme de tranche (ou bigone ou lune). Sachamt’'gire de la sphere de rayon unité estet que

celle-ci correspond a un tour complet d'angtelzire de cette tranche e§X4n: 20 (figure 5.
s

Remarquons que le bigone, polygone a deux cotépr@sre a la géométrie sphérique. Il n’existe
pas en géométrie plane euclidienne.



Figure 5: Sphére découpée en huit tranches, chacune pgantiren/2.

4. Aire d’'un triangle sphérique et formule de Girard

Un triangle sphériqueABC est délimité par trois arcs de grands cerdés BC, CA Pour
déterminer son air§, tragons les trois grands cercles passanfBapatBC et parCA (figure 6. Ces
grands cercles se recoupent aux antipodes, dofen&i@ngle sphériquA&’B'C’ qui a la méme air§
gue le triangleABC. La surface située entre deux de ces grands sdmime deux tranches de part et
d’'autre d’'un sommet du triangle, comme la surfacevert délimitée parGA) et (CB), avec ses
sommets erC et C' (cf. figure 6 a droite Ces deux tranches de sommeétet C' contiennent les
trianglesABC et A'B’ C'. Faisons de méme avec les doubles tranches idsu®4’ et deBB'. Les
trois doubles tranches obtenues ont chacune en gont@s deux triangle&BC et A'B'C’. Pour
recouvrir la sphére sans chevauchement, ce quiediaire 4z, il convient de prendre la totalité de la
double tranch€C (contenant les deux triangles), puis la doubdetheAA a laquelle on enléve les
deux triangles, puis la double trand& amputée aussi de ses deux triangles.

Appelonsa, g, y les trois angles du trianghkeBC. Comme on I'a vu, l'aire de la double tranc®€’
est égale ay} et de méme pour les autres. Grace a la relaté@régente, on obtient :

4 = 4y + 4o — 2S+ 46 — 2S soit
S=a+tf+y-=x

Cette formule est due a A. Girard (années 1600).

Figure 6 : Triangle sphériqueABC et découpage de la sphere suivant les grandsesercl
correspondants.



5. Relations trigonométriques dans un triangle sphiéue
5.1. La formule des cosinus

Considérons un triangle sphérigBC de cote8C=a, CA=b, AB=c et d'angles, S, y enA, B,
C. Pour simplifier les calculs, prenons un repet@arorméOxyzavecA sur 02, soitA (0, 0, 1),
comme s'il était au pole nord, et av8aans le plaxOz de longitude 0O et de latitude= z/2 —AB =
n/2 —c, soitB (sinc, 0, cosc). Le troisieme poin€ étant dans un plan qui fait 'angleavec le plan
X0z sa longitude est et sa latitude. = z/2 —AC = z/2 —b, d’ou C (cosa sinb, sina sin b, cosb)
(figure 7).

Exprimons de deux facons le produit scal@i OC :

OB OC = 1X1*cosBOC) = cosarcBC) = cosa
OB OC = sinc cosa sinb + cosc cosb

Finalement

cosa = cosb cosc + sinb sinc cosa
cosb = cosc cosa + sinc sina cosp
cosc = cosa cosb + sina sinb cosy

Figure 7: Le triangle sphériquaBC.
5.2. La formule des sinus

Tirons I'anglea de la premiére formule précédente :
cosa— cod cos

cosq = T
sinb sinc
sing = 1- co§a=sm2 sifc— (coma— cob cos?)
sinbsirf ¢
_(l-cosb)( codc ¥ cosat+ 2cas cbs cos tds TC
- sin’bsirf ¢
_1-cosa- codb- cosc+ 2cas chs cos
- sinbsin’ ¢

siffa _1- coda- os’b-codc+ 2cos cos cas
sin‘a sin“asin’bsirf ¢




Par décalage des lettres, on constate que le senentbre de I'égalité ne change pas. D'ou
finalement :

sin’a _ sirf B _ sirfy
sina sifb  sirfc
sinus positifs :

, et comme les angles sont tous compris strictereetie 0 etr, et les

sing _ sing _ siny
sina sinb  sinc

Cette formule exprime que les sinus des anglessetihus des cbtés sont proportionnels.
5.3. Cas d'un triangle rectangle
Pour un triangle rectanghBC, avec I'angle droit e, les formuleddeviennent :

COSC = cosa cosb

6. Triangle dual d’un triangle sphérique et relatbns duales

La perpendiculaire ef® au plan contenant un grand cercle coupe la sph&rdeex points
antipodaux appelés pdles du grand cercle. Un exemsll I'équateur avec ses podles nord et sud.
Prenons maintenant un triangle sphéri¢C. Chacun de ses c6tés est un arc de grand cdrcle, i
admet donc deux péles. Choisissons celui qui est Baémisphére délimité par le grand cercle et ou
se trouve le triangle. Par exemple le plechoisi est situé dans I’hémisphére délimité pagtand
cercle BC) et contenant le poirk. On trouve ainsi un triangl&@’B’C’ associé au trianglaBC. Ce
nouveau triangle est appelé le dual ou encoréalegie polaire d&ABC (figure 8.

Figure 8: Le triangleABCet son dual, le triangle polaiféB’'C’.

Comme QA) est perpendiculaire 20B) et (OC), et de méme(B’) perpendiculaire aQC) et
(OA), ainsi que ©QC) avec OA) et (OB), on a aussi@A) perpendiculaire adB) et (OC), avecA du
méme co6té qué\’. Il en est de méme pouOB) et (OC). A son tour, le triangl&BC est le dual de
ABC.

® Au cours de I'hisoire, les formules sur le triamgectangle ont été connues et démontrées avdas cel
relatives a un triangle quelconque. Précisons gletsangle est suffisamment petit, on est alguasiment en
géométrie plane et la formule cos cosa cosb redonne le théoréme de Pythagore. En effetco$ —c%/2 et
1-c2~ (1 -a%2)(1-b%2)~1-a%2 -b%2, douc’~ a + b’



Appelonsa’, b', ¢’ les longueurs des cotés du triangl® C’ et «’, f, y' ses angles. On va trouver
des relations simples entre ces grandeurs et agligsiangleABC. Le grand cercle contenaB(C
coupe les c6téA’ B’ et A'C’ du triangle dual e etE, etarc DE= «’. Cmmearc BC=a,on a:

BC+DE=a"+ a.

D’autre partBC+DE=BC+DB +BC+ CE=DB +BC+BC+ CE=DC + BE. Comme la droite
(OCQ) est perpendiculaire au pl&@A B’ et queD est dans ce plan, on a 'an@©D qui est droit, d’ou
arc DC = z/2. De méme@®B), perpendiculaire &JA) et (OC)) I'est aussi avecQ@E), d'ou arc BE=
7/2. Finalement :

ato ==«
b+p =xn
c+y=rx

et par dualité
ata=x
b+p=r
C+y=nx

L'intérét du triangle dual est de donner de nowsllormulesdualesde celles déja connues.
Placons-nous dans le triangieB’ C', ou I'on dispose de la formule :

cosa’ = cosb’ cosc’ + sinb’ sin ¢’ cosa’, puis utilisons les formules que nous venonsrdever :
a = —a, etc. On obtient :

COSfr —a) = cosfr — ) cosf —v) + sin — ) sin(r —y) cosfr —a), Soit :

COSa = — CGB f COSy + Sing siny cosa
COSf = — CGy COSa + Siny Sina cosb
COSy = — CGs a COSp + Sina Sin f cosc

Les formules duales I'une de l'autre que nous awartenues, ou les longeuurs de cotés et les
angles s’échangent, ont des conséquences impartdimeonnaissance des trois longueurs donne les
trois angles, et vice versa. Ainsi deux triangksmétriques, ayant leurs 3 cbtés respectifs de méme
longueur, ont aussi leurs 3 angles égaux, et inwaeat deux triangles qui ont leurs 3 angles regpect
égaux sont isométriqués.

Nous nous contenterons de ces formules ici, mais éxiste bien d’autres, attribuées notamment a
J. Napier, S. I'Huilier et K.F. Gau$s.

® Ce n'est pas la méme chose en géométrie planiliencie : deux triangles isométriques, ayant ledtés
respectifs égaux, ont des angle égaux, mais deungtes ayant les mémes angles sont seulement aleledl

" On trouvera sur internet une étude plus globalesda remarquable articl&rigonométrie sphérique,
pyreach.free.frdont j'ai parfois ici repris certaines démonstnas.



7. Contraintes sur les longueurs des c6tés et sgles d’'un triangle
sphérique

On a les propriétés suivantes :

Dans un triangle sphérigueBC, la somme des longueusisb, c des cotés est inférieure a &t la
somme des angles S, y est supérieureaet inférieure ad

O<a+b+c<2r

t<a+f+y<3m

On a aussi les inégalités :

[b-c|<a<b+c atf<m+ty
c—a|<b<c+a pry<m+ta
[a—b|<c<a+b a+ty<m+p

Les triangles qui nous concernent ici sont conggléomme stricts, c’est-a-dire non aplatis, avec
des cotés non nuls et des angles strictement cemptiie O et.

» Laformule de Girard s’écrit +f +y=z+S, d'ou I'on déduit quex + 5 +y > .

» Avec les relations de dualigg+ o’ =z, b+ ' =z, c+y = x, et le fait d’avoira’ +f +y >z
dans le triangle dual, on en déduit-3a—b—-c>xz,a+b+c< 2r.

e L’addtion des relations de dualité doraiet b’ + ¢ + a +f+y =3z, dola +f+y < 3r. Cela
se vérifie concrétement. Un triangle sphériquetagjours strictement inscrit dans un hémisphere.
Celui qui a la plus grande aire et la somme de aseges la plus grande remplit presque un
hémisphére. Prenons un poAkjuasiment sur I'’équateur ainsi que deux pdhet C sur I'équateur
aussi, et trés proches 8k le point aux antipodes d& L'angle enA est quasiment, et les angles en
B et C sont Iégerement inférieurstaDans ce contexte maximal on a bies f +y < 3r.

* On sait que sib sinc cosa = cosa— cosb cosc. Avec —1 < cos < 1, cela donne :
— sinb sinc < cosa— cosb cosc < sinb sinc
cosp +c) <cosa<cos b-c)

Sib+c<r a<b+cacause de la décroissance du cosinus.
Sib+c>r, aveca<r, alorsa<b +c.
Comme p—c| <z eta<z,onaaussbl-c| <a.

» Appliguons l'inégalité précédente dans le triandiaal : @ < b’ + ¢'. Avec les relations de
dualité, cela devientz —a <z —f+x—p,0u f+y<zm+a.

Les propriétés ayant été démontrées, il reste darerda réciproque : Si I'on se donne 3 longueurs
a,b,cnonnullesavea+b+c<2r, p—c|<a<b+c [c—a|<b<c+a ja-b|<c<a+b, alors
il existe un triangle sphérique unique, a une stim prés, ayant pour cétésb, c.

En effet utilisona+b+c<2retp-c|<a<b+c.
Sib-c>0,onab-c<a<b+c<2r—a etsib—c<0,c-b<a, et—-a<b-c. Dans tous les
cas, on a la chaine d’inégalitta<b-c<a<b+c<2r-a

Prenonsaa <b + ¢ < 2r —a en distinguant deux cas :

» Sib —c est négatif, entre = et 0, avec a< 0, on a cos @) < cosb —c) , le cosinus étant
croissant, et cos < cosp —c).

» Sib-—cest positif ou nul, aveg > 0, on a co$(—c) > cosa, le cosinus étant décroissant.

Dans tous les cas, cas< cosp —c).
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Prenons maintenaat< b + ¢ < 2z —a, et distinguons deux cas :
e Sib+c <z, tout comme, cosp + C) < cosa.
* Sib+c>r, cosp+c)<cos (zZ-a), ou cosh +c) < cosa, comme auparavant.

Finalement, co$(+ c) < cosa < cosp —c)

cosb cosc — sinb sinc < cosa < cosb cosc + sinb sinc

— sinb sinc < cosa — cosb cosc < sinb sinc

—1 < (cosa— cosb cosc) / (sinb sinc) <1

Il existe un anglex unique avec 0 « < =z tel que cos: = (cosa — cosb cosc) / (sinb sinc). A
partir de cet angle efy, on peut construire les segments sphérifigst AC de longueurg etb, ce
qui donne un triangl&BC unique, aux isométries pres de la sphére. Remasquuee les contraintes |
—a|<b<c+aetph-b|<c<a+bsontinutiles pour arriver au résultat.

De méme, si I'on se donne trois angle$, y aveca + f+y>reta+f<a+y, f+y<z+a,a+
y <z + f, alors il existe un triangle sphérique uniquena isométrie pres, ayant pour angteg, y. Il
suffit pour cela d'utiliser le résultat précédent ke triangle dual.

Exercice : Triangle sphérique équilatéral

Un triangle équilatéral a par définition ses trai$tés de méme longueur a. Il a aussi ses angles
€gaux, soit.

1) Quelle est la longueur maximale des c6tés, ajusicelles des angles ?

La somme des longueurs des cbtés devant étrecnféra z, cela faita < 2z/3.
La somme des angles devant étre inférieure adda donne: <z

2) Calculer I'anglea en fonction de la longueur a.

Appliguons la formule des cosinus :

cosa- cod cos _ coa- cbm_  cas—(1 cas ) @s (1 aos
sinbsinc ~ sinfa = 1-coda  (1-cosa)( com

_ cosa

1+ cosa

cosa =

cosa ,
a = Arccos——— puisquen est entre O et.
1+ cosa

3) Montrer quex est une fonction croissante de a.

La dérivée estla / da= 1 ~(1+ con)sim+ sim coa_ v 4 ca_
J1-cosa / (& cos ) (1+ cosa ¥ (# cos )

La fonction est bien croissante. P@ux 0, on ax = #/3, et poura = 27/3, a = z. L’angle . décrit
l'intervalle 1z/3, [ lorsquea décrit ]0, Z/3[.
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Figure 9: Evolution du triangle équilatéral lorsque ladorura de ses cotés augmentegauche
le triangle est proche du triangle équilatéral gdanra proche de Ga droitele triangle poua proche
de sa valeur maximaled3, avec des angles prochestde

8. Groupe des isométries de la sphére

Par définition, une isométrie de la sphere esttuaesformation qui conserve les distances, ainsi
gue les angles non orientés. La composée d'iscesédie la sphére est aussi une isométrie, l'inverse
d’'une isométrie est une isométrie, et les isom&tig une structure de groupe. Mais quelles s@t ce
isomeétries ?

Connaissant les isométries dans I'espace a tnoisrdiions, on vérifie aussitét qu’une rotation dont
'axe passe par le cent@ de la sphére est une isométrie directe de la sphélfe conserve non
seulement les distances sur la sphére mais agsantges orientés. On vérifie aussi qu'une réfiexio
par rapport a un plan passant @eest une isométrie indirecte, conservant les distset transformant
les angles en leurs opposés. Comme ce plan dowg@hé&e suivant un grand cercle, nous pouvons
parelr de réflexion autour d’'un grand cercle. Diaytart, la composée de deux réflexions par rapport
a deux plans sécants,, ce qui est toujours lectamiisqu’ils passent pdD, est une rotation d’axe la
droite d'intersection passant garet d’angle le double de celui des deux plans enire

8.1. Réflexion autour d’'un grand cercle

Un grand cercle est caractérisé par un vecteuralamplan qui le porte. Appelons N ce vecteur,
supposé de longueur unité, ses extrémités étdinsveut le pointO et un point sur la sphére. La
réflexion autour de ce grand cercle fait passen gointM a un pointM’ sur la sphére. Appeloris le
point d'intersection deMM") avec le plan de réflexion. Ce point est le pt@jdeM sur le plan du
grand cercle et c’est aussi le milieu déM'], dou OM + OM’ = 2 OH. D’autre part, avecMH)

parallele aN, prenons le produit scalai@M .N =HM , douHM = HM N =(OM . N) N, etOH =
OM + MH . Finalement,

OM =2 ©OM + (OM.N)N)-OM
OM' =OM -20OM .N) N
Cette formule permet de construire le pdifita partir deM.

L'arc MM’ coupe le grand cercle éitf, et H' est le milieu de I'ardMM’ tout commeH est le
milieu du segmentN]IM’]. Comme l'arcMM’ est aussi perpendiculaire Bihau grand cercle, celui-ci
joue le rble denédiatricepour I'arcMM’ (figure 10.
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Figure 10: L'arc MM’ et sa médiatrice qui est le grand cercle passar¢ pailieuH’.
8.2. Rotation d’axe passant paf et d’angle¢

La rotation est définie par le vecteur unié(a, b, c) sur I'axe et par I'angle. Une méthode
consiste & utiliser la matrice de rotatPrelle qué :
2

a” ab ac 100 0 ¢ b
P=(1-cosp)ba ¥ bcl+cog| O 1 O+ sig| ¢ 0-
ca cb (_’2 0 0 1 -b a 0
X' X
On passe alorsdd (x,y,2 aM’ (X, Yy, Z)par| y'|=P| y
z' z
0

Figure 11: Sous l'effet de la rotation dont I'axe esi vert et I'angle 100°, des pointgrf noir
sont transformés en pointnbley. Le mouvement d’'un point & son transformé sesfaitant un arc
de petit cercle dans un plan perpendiculaire &l@e rotation, sauf dans le cas ou ce plan pas<®, pa
ce qui donne un arc de grand cerele fougé.

8 Pour la démonstration de cette formule, WRatation en trois dimensionslansgraphisme et géoénie,
rubriquetravaux complémentairgesur mon site.
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8.3. Le groupe des isométries de la spheére

Nous allons maintenant montrer les propriétés stes:

Il existe une isométrie unique de la sphere faipasser de trois poinsBC non alignés a troi
pointsA’B’'C’ non alignés.

\*2)

Toute isométrie de la sphere est la composée diamitmis réflexions par rapport a des plans
passant paD, c’'est-a-dire par rapport & des grands cerclda gehére.

Toute isométrie est soit une réflexion, soit unetion, soit la composée d’'une rotation et d’une
réflexion.

Prenons trois points non align&sB, C : ils ne sont pas sur un méme grand cercle.Taat posur
la sphére est alors caractérisé par ses troisndestaaux pointé, B, C. En effet, s'il existait un autre
point Q ayant ces mémes trois distances, on aiAit QA MB = QB etMC = QC. Cela signifierait
gueA, B etC seraient tous trois sur la médiatrice sphériqueatdeMQ. Les points seraient alignés, ce
qui est contraire a notre hypothése.

Sous l'effet d’'une isométrie envoyafitB, C enA’, B’, C', un point quelconqui# de la sphére est
envoyé enM’. Or le point M est caractérisé par les trois distantés, MB, MC. L’isométrie
conservant les distances, le pdifitest aussi caractérisé par les mémes trois distaagx point#\,
B, C, et comme les pointd’, B', C' sont non alignés, le poiM’ est unique. L’'isométrie est bien
unique.

Nous allons maintenant construire cette isométgejui montrera par la méme occasion que cette
isométrie existe. Pour cela, prenons deux triangf@®riques isométriquesBC et AB'C' sur la
sphére unité. Et plagons-nous dans le cas le glnérgl, celui esh n’est pas confondu avex, ni B
avecB', ni C avecC' (figure 12 en hagt Comment passer d’un triangle a I'autre ?

Commencons par faire la réflexion qui envéieen A’, autour du grand cercle dont un vecteur
normal estAA’. On obtient le triangl&\'B;C,. Si B; et C; sont confondus ave8’ et C' c’est fini.
Sinon, faisons une nouvelle réflexion qui envBienB’, autour du grand cercle d'aB’. Ce grand
cercle passe pa’ puisque ce point est a égale distanc8gdet B, et le pointA’ reste invariant. On
obtient le nouveau triang&’ B'C,. Si C, est confondu ave€’, c’est fini, les deux triangleABC et
A'B'C’ étant de sens direct I'un par rapport a I'autiel’on est passé de I'un a l'autre par la rotation
qui est le produit des deux réflexions. Sinon, aih dine troisieme réflexion autour du grand cercle
passant pak’ et B' et d’axeC,C’. On trouve ainsi le triang’' B'C’ (figure 12 en bas

Dans les cas particulier ot deux points sont cahisncomme par exemple et A’, on fait de
méme mais en évitant une des réflexions.

Finalement tout isométrie est la composée d'au phis réflexions. Et comme deux réflexions
successives donnent une rotation, toute isomésties@it une réflexion, soit une rotation, soit la
composée d’une rotation et d’une réflexion.
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Figure 12: En haut deux triangles isométriques (de sens indirect par rapport a l'autre) sur la
sphéregen basle passage progressif de I'un & l'autre par léskde trois réflexions autour de grands
cercles.



