Solides de Platon, solides d’Archimede,
solides de Catalan

Nous commencons par traiter complétement le cagetaedre régulier, un des cing solides de
Platon, puis le tétraeédre tronqué qui est un salidechimeéde, et enfin le polyédre dual, qui est un
solide de Catalan. Puis nous généraliserons dalglabalité de ces trois types de polyedres.

1. Rappels sur le tétraedre regulier

Par définition, le tétraedre est une pyramide & @angulaire, avec quatre triangles comme faces,
et quatre sommets. Il est régulier si ces quaiagles sont équilatéraux. lls sont aussi isomédsg
Appelonsa la longueur d'une des 6 arétes du tétraédre egABCD. Nous allons démontrer
certaines de ses propriétés.

1.1. Le sommetA se projette orthogonalement erH sur le plan BCD, le point H étant le
centre de gravité deBCD.

A

Le pointA est équidistant des poinis C, D. Il est
sur I'axe du cercle circonscritBCD. Il passe aussi par
le centre de ce cercle, qui est le centre de @ralit
triangle équilatéraBCD. Cet axe étant orthogonal au
plan BCD, le pointA se projette bien eH, centre de
BCD (figure 1).

Figure 1: Le téraédre régulier, avec
son centré et le plan médiatekBJ

1.2. Les arétes opposées deux a deuxARCD sont perpendiculaires.

AppelonsJ le milieu de CD]. Dans les triangles équilatéraBCD et ACD, les médianesBJ] et
[AJ] sont aussi hauteurs. La droitel) est perpendiculaire eha BJ) et (AJ), elle est perpendiculaire
au planABJ Comme AB] est dans ce plan, on a ausiB] perpendiculaire agD]. Ces deux c6tés
opposés sont perpendiculaires, et il en est de nd@sautres.

Remarquons que le poihkt est situé aux deux-tiers d8J a partir deB. Le planABJ qui contient
(AH) perpendiculaire 8CD est perpendiculaire au pI&CD. Il est aussi le plan médiateur ¢&).

1.3. Le téraedreABCD admet une sphere circonscrite dont le centr® est aux trois-quarts de
[AH] a partir de A.



AppelonsO l'isobarycentre des points, B, C, D. Grace a la régle du barycentre partiel, adec
isobarycentre d&, C, D, le pointO est aussi le barycentre dg, (1) et @, 3). Il est donc situé aux
trois quarts deAH] a partir deA. Comme il est situé sur I'axé) du cercle circonscrit BCD, on a
aussiOB = OC = OD. Ce que I'on a fait en privilégiant la baBED peut étre fait avec une autre face
du tétraédre. Finaleme®A = OB =0C = 0D, etO est le centre de la sphére circonscriteB&D.

1.4. Le centreO de la sphéere circonscrite a ABCD a pour rayorR = a6 /4. Il est aussi le
centre de la sphére inscrite de rayom =a\/6 /12, et aussi le centre de la sphére intermédiaire
tangente aux arétes du tétraedre, de rayoR; = a/ (2«/5).

Avec [BJ] hauteur du triangle équilatérABJ BJ = a~/3/2. On en déduiBH = (2/3)ay/3/2
=aJ/3/3. Dans le triangle rectanglHB, AH? = AB? —BH? = a®> —a% /3 = 2a%/ 3, d'OUAH =
a2 /3, etAO = (3/4)a/2 I\/[3=ay 6 /4 soitR= a+/6 /4.

Tout commeA qui se projette au centre de la f&ED, avecO aux trois-quarts de la haute éH]
du tétraédre, il en est de méme avec les autrasurawpour l'isobarycentr®, et les quatre hauteurs
du tétraédre sont concourantesravecO situé aux trois-quarts des 4 hauteurs a partisdesnets.
Par le méme calcul que celui fait pour avdii, les autres hauteurs ont la méme longueur. Orssi au
OH = (1/ 4)AH = (1/4)a/2 /J/3=a/6 /12, avec PH] perpendiculaire ebl au planBCD. Il en est
de méme avec les autres fac@sest équidistant des quatre plans des faces, leeséntre d’'une

sphére tangente aux quatre faces, c’est le ceati@gphére inscrite de rayos a6 /12.

Reprenons l'isobarycent@ de ABCD. Toujours grace a la regle du barycentre pasieprenand
barycentre de(, 1) et D, 1) ainsi qud milieu de PB] et barycentre de( 1), B, 1), O est aussi le
barycentre deJ( 2) et (, 2), soit le milieu del]]. Il est aussi le milieu des autres segments gigtes
milieux des arétes opposées, donc équidistant aEsegmilieux. Le triangle ABJ est isocéle en J, la
médiane [JI] est aussi hauteur, et [IJ] est peripefadre a I'aréte [AB]. Dans le triangle rectaag|

OAl, OI’= OA> —AI? = 3a% /8 —a® | 4 =&’/ 8, soitOl =a/(24/2). La sphére de centf@ et de rayon
a/(2\/§) passe par les quatre milieux des aréte\BED, avec ces arétes situées dans les plans
tangents a la sphére en ces milieux. Le pDiest le centre de la sphére intermédiaire qui & @Eown

R = a/(2J/2) (figure 2.

A

Figure 2: La sphére intermédiaire, tangente aux arétéswemilieu €n rouge.

1.5. Les plans de deux faces ayant une aréte en coon font un anglee dont le cosinus vaut
1/3.



L'angle diedrex formé par les demi-plarBCD et ACD délimités par I'aréteGD) est situé dans le
plan perpendiculaire &), ici ABJ et il est délimité par les deux demi-droites wisection. Il s’agit
de I'angleAJB (figure 1).

Dans le triangle rectanglell : JI> = A¥ —AI> = 3%/ 4 —a® /4 =a? 2, Jl =a/~/2. Comme JI) est
aussi bissectrice d®JB, cos@/2)=J1/JA=(a/~2)/(a/312)=+2 IV 3.

cosa=2co$(@2)-1=1/3

o~ 70,5°

Il en est de méme pour toutes les faces adjacdnteraedre.
1.6. Symétries du tétraedre régulier

Faisons une rotatioR d’'angle 2/3 autour de I'axe AH). Elle laisse le tétraédre globalement
invariant. Il en est de méme avec une rotaRoud’'angle 4/3 autour du méme axe. Il existe aussi des
rotations autour des axes issusBjeéC et D. Cela fait déja 8 rotations. Il existe aussi demitours
autour des axes joignant les milieux d’arétes opeessoit 3 rotations. En ajoutant 'identitequi
laisse le tétraédre tel quel, on vient de trou&rdtations qui font se spuperposer le tétraédrdusu
méme. Encore convient-il de montrer qu'il n'en éixpas d'autres.

Pour cela, reprenons les rotatidRet R’ autour de AH). Ce sont les seules laissa#nfixe. Puis
prenons une rotatiol, faisant passer d& a B, une rotationT, faisant passer d& a C, et une rotation
T faisant passer d& aD. En composarR avecTy, T, et T; ainsi queR’, on obtient ainsi 9 nouvelles
rotationsT, RouT;R (i de 1 a 3), qui sont différentes puisgua’est pas envoyé au méme point selon
les cas. En ajoutant I'identité, cela fait 12 rita$ toutes différentes. Supposons qu'il y en ai u
autre,r, envoyant par exempl enB. En faisanfl, r, cette rotation envoié enA. Il ne peut s’agit
que deR (ouR), etr = T; R, que I'on a déja recensée. Il n’existe que 12tiarta qui font coincider le
tétraédre avec lui-méme, autrement dit 12 isongpasitives.

Il existe aussi des isométries négatives, commad#exions par rapport & un plan médiateur
commeABJ. En composant une de ces réflexions avec les tiows, on trouve 12 isométries
négatives différentes.

Finalement, le tétraédre régulier admet 24 isoeetqui le laissent invariant, et positives pour
moitié. On les appelle les symétries du tétraédiest aussi le nombre de permutations de 4 oljets.
groupe de permutatiorgde 4 éléments est aussi le groupe de symétrieitid@dre régulier.

1.7. Le tétraedre régulier est auto-dual, autremendit il admet comme dual un tétraédre
régulier.

a Il suffit de joindre les centres de gravité desadek de
ABCD pour obtenir un nouveau tétraédre régulier
A'B'C’'D’. On constate que ce polyédre dual a comme
sphére circonscrite la sphére inscriteAdBCD.

Figure 3: Le tétraédre réguliekBCDet son duaA’'B'C'D’.



La notion de dualité devra étre précisée et gésérmlsi on veut I'appliquer a des formes plus
complexes que celles du tétraedre régulier. Ongs@itle graphe dual d’'un graphe planaire consiste a
remplacer les faces du graphe initial par un paimteur intérieur qui devient un sommet du duad et
joindre deux sommets par une aréte s'’ils correspatn@ deux faces adjacentes du graphe initialtC’es
aussi ce que I'on fait pour avoir le dual du tédraérégulier, en prenant comme sommets les centres
de ces faces. Ces centres sont les projectionsrittecde la sphére sur les faces. Il en sera deemém
pour les polyedres plus complexes que nous allkes.

2. Dualité polaire par rapport a une sphere

Considérons une sphére de cerret de rayorR. En appelanE un ensemble qui peut étre un
point, une droite ou un plan, son dual polaire q@guport a la sphere est I'ensembte formé des
pointsM’ tels que pour tout poirtl de E, on ait le produit scalail®M OM’ = R. Les pointdM etM’
étant interchangeables, il s’ensuit quéesi> E* par dualité polaire par rapport a une sphéreaon
aussiE* — E. E et E* sont des espaces duauk + E*.

2.1. Dual d’un point A autre que O

OA OM’ =R s’écrit aussiOA OH = R avecH projection deM’ sur (OA). Le pointH est fixe, les
pointsM’ décrivent le plan perpendicualairetdra (OA). Les pointsA etH sont inverses par rapport a
la sphére, ce qui permet de les construire ersaitililes tangentes a la sphére, &@cOH = OT
(figure 4. Lorsque le poinA est extérieur a la sphére, le pRuwgoupe la sphére suivant un cercle (de
diamétreTT"), et le cbne de sommaAtayant pour base ce cercle est tangent a la sphere.

Figure 4 : Un pointA et son dual le pla®, dans les deux cas de figure ou les potst H
s’échangent.

2.2. Dual d’'un planP ne passant pas pa©

Le dual d’'un point étant un plan, il est logiqgueede dual d’'un plan soit un point. Avét dansP,
on obtientM’ tel que OM OM’ = R?, ce qui S'écrit aussiOH OM'= R avec H pied de la

perpendiculaire au plan issue @e Le pointM’ est fixe, et c’'est le poinA que I'on avait obtenu
précédemment, la construction étant la méme— A.

Comment avoir le poinA par le calcul, en supposant que le gPamst défini par trois points, U,
V ? On calcule d’abord le produit vectoi®l=TU LITV, ce vecteur étant orthogonal au pRyret sa
longueur étant.. Le vecteuW / L a une longueur 1. D’autre pa®A =R/ OH = R?/ (OT cosb) ol
0 est 'angleTOH. FinalementQA =W R?/ (L OT cos), soit
R2

OA=—— W
(W.OT)



2.3. Dual d’'une droite
Nous allons montrer que le dual d’'une droA&) est la droite telle qu&AB)* = A* n B*.

Le pointA a pour transformé le plan perpendiculaireféra (OA). De méme le poinB a pour
transformé le plan perpendiculaire Bh a (OB). Ces deux plans se coupent suivant une didite
perpendiculaire au plafhOB, soitD = A* n B*. Prenons maintenant un point quelcon@usur (AB)
(figure 5. La sphére coupe le plaAOB suivant un grand cercle de rayéh On sait que par
I'inversion autour de ce cercle, la droiteB) est transformée en un cercle passantpainsi que par
A’ et B, les inverses d@ etB. Le pointG est transformé par dualité en un plan perpendieuanG’

a (0G). Ce plan contient aussi la droibea cause de I'angle droit &i dans le plarAOB. Donc AB)*
= D, et AB* = A* n B*. On constate aussi que la droite duale de lat@lr@iB) est une droite
perpendiculaire au pla@AB.

Dans le cas particulier ou la droitdB) est tangente a la sphére en un phita droite duale est
non seulement perpendiculaireAB] et au plarDAB, mais elle passe aussi paEn effet, lorsqu’un
point M décrit la droite AB), le plan dual P) est perpendiculaire M) en un pointM’ qui est
l'inverse deM par rapport a un grand cercle de la sphére, etséit que l'inverse de la droitAB) est
le cercle de diametre)]]. Le plan P) passe par et la droite duale est perpendiculaireleau plan
OAB

B

(AB)*
Figure 5: Vue de haut du pla®AB. A droite on est dans le cas particulier ou la drok8)(est
tangente a la sphere.

3. Dual du tétraedre régulier

Prenons la sphére intermédiaire (tangente auxsarébenme sphere de la dualité polaire. On sait
déja que les perpendiculaires aux faces menéesiaduapointO coupent ces faces en leur centres de
gravité, noté#\;, By, C1, D1. Les faces ont pour points duaux les pokitB’, C', D'. Par exempld’

est le dual du pladBC, avecD’ sur [AD,), tel queOD; OD' = R? = a*/ 8, avecOD; = a+/6 /12

(rayon du cercle inscrit ABCD), d'ou OD’ = a~/6 /4. Ainsi D’ est sur le cercle circonscritABCD.

Il en est de méme avec les poiAtsB’, C'. On a aussOD’ = 3 OD; etOC = 3 OC,, d’ou I'on déduit
queC’'D’ = 3 C,D;. OrC; etD; sont les transformés des milieux @&D] et [BC] par 'homothétie de
centreA et de rapport 2/3. La jonction entre deux miliéant de longueua /2, on en déduit que
C,D; =4a/3, puisC'D’ = a.



Les cbtés du tétraédre dudB’'C’'D’ ont la méme longueur que ceuxARRCD. A'B'C’'D’ est aussi
un tétraedre régulier, et il est isométriqgue asdCD. C’est la un des avantages d’avoir choisi la
sphére intermédiaire.

A

A

Figure 6: A gaucheles cercles d’intersection de la sphere interaidgiavec les quatre faces du
tétraedre régulieA droite le tétraédre dua’B'C’'D’ , isométrique aveABCD.

En se placant a la verticale du plarc,D,, avec
plan ABD la droite @B) vue sous forme d'un poinfigure 7),
on constate quemilieu de AB] est aussi le milieu
de [C'D’]. Les tétraédres duaux ont les milieux de
leurs arétes en commun.

CI

plan médiateur

plan ABC

Figure 7: Vue de haut, avdcmilieu de AB]
qui est aussi le milieu d€[D’].

Mieux encore, le tétraédre et son dual sont notes®nt isométriques, mais plus précisément
symeétriques par rapport au podt En effet, on a par exemp®A; = —OA / 3 ouOA = — 30A,, et
OA’' = (R?/ OA) OA;/ OA = (R*/ OA®) OA; = 30A,, Aol OA’ = — OA.

1 Si I'on avait pris comme sphére de la dualité jpeléa sphére inscrite daeBCD, on obtiendrait le dual
A.B,C;D;, comme sur Idigure 3 ou il est appel@’B’'C’'D’ . Pour les cinq polyédres réguliers, leur dual est
obtenu en prenant les centres des faces et equaatila dualité par rapport a I'une quelconquespéderes, soit
circonscrite, soit inscrite, soit intermédiaire. iésultat est le méme, a une homothétie pres.



4. Le tétraedre tronqué

4.1. Construction et caractéristiques du tétraedréronqué

A partir du tétraédre régulier, placons sur chaamees arétes des points disposés au tiers et aux
deux-tiers de chacune d’elles, qui vont étre lemrsets d’un nouveau polyédre a 12 sommets. Cela
revient a dire que I'on rogne les pointes du tétr@aégulier sur un tiers de leur longueur, ce qui
donne un nouveau polyédre, appelé tétraedre traffiguée 9.

Figure 8: Du tétraédre réguliea gauche au tétraédre tronqu@ droite avec une étape
intermédiaire lorsque I'on rogne les pointes. Lteaidre tronqué a des arétes de longaétnois fois
plus petite que cella du tétraédre régulier.

Tel qu'il est construit, le tétraédre tronqué adsuses 18 arétes de méme longa@éaveca = a/
3, oua était la longueur des arétes du tétraedre réguligrosséde 8 faces dont quatre sont des
triangles équilatéraux, et les quatre autres deadumes réguliers (puisqu’ils ont des c6tés de méme
longueur et des angles égaux a 120°). Chaque soeshete degré 3, avec deux hexagones et un
triangle qui I'entoure.

4.2. Sphere circonscrite et sphere intermédiaire

Le tétraedre tronqué n'a pas de sphére inscrien kxiste une pour les faces hexagonales, et une
autre pour les faces triangulaires. Mais il adnmet sphére circonscrite, de cen@gpour des raisons
assez évidentes lorsque 'on tronque de facon imlentle tétraédre régulier. On peut le vérifier en
constatant que le poifd est équidistant des sommets d'une face hexagoetaleen sera de méme
pour les autres. En effet, une face hexagonalecttaédre tronqué a le méme centre que la face
triangulaire correspondante du tétraédre régudmmmeD; dansABC (figure 9.

On sait que ©@D;) est perpendiculaire au plan de la face
ABC. Le pointO est équidistant des poims B, C, a la distance
R, et il est aussi équidistant des six sommets kexéigone
régulier concern®NPQRS a une distanc®’, rayon du cercle
circonscrit au tétraédre tronqué. On sait aussi Qe = r,
rayon de la sphére inscrite au tétraddiBED, et qui est aussi le
R rayon de la sphére inscrite pour les hexagoneséttaedre

tronqué. AinsiOD; = a+/6 /12=a/6 /4. Par le théoréme de
C Pythagore dan®D;M, R?=0D,?+D;M? =3a?/8 +a?=
11a'2/8, dolR = a'v11/(2/2).

Figure 9: une faceABCdu
tétraédréABCD et une face
hexagonale du tétraédre tronqué.



D’autre part, on sait que la sphére intermédiairaédraédreABCD passe par les milieux de ses
faces, commé milieu de AB] (figure 10. Ce sont aussi les milieux de certaines faceshdragones
réguliers du tétraédre tronqué, comnvl\], [PQ] et [R]. Cette sphére intermédiaire coupe une face
commeABC suivant un cercle qui est aussi le cercle instithexagone du tétraédre tronqué, et elle
passe aussi par les milieux des autres cotés dealjone, qui sont aussi les milieux des c6tés des
faces triangulaires. C’est donc aussi la sphémrrmddiaire du tétraédre tronqué, et son rayon est

R = a/(2/2)=3a’(a/ 2).

Figure 10: La sphére intermédiaire du tétraédre tronquéc & cercle d’intersection inscrit dans
I'hexagone régulier.

4.3. Troncature faible et troncature forte

Le téraédre tronqué est aussi appelé tétraédréerfaint tronqué, lorsque la face du tétraédre
régulier devient un hexagone régulier. Mais en goiwant la troncature jusqu’a sa limifig(re 17,
la face du téraédre régulier devient un triangleilétgral. On parle alors de troncature forte. De@s
cas, on constate que I'on trouve un octaédre réguli

(LA

Figure 11: Du ttétraedre (faiblement) trongaégaucheau tétraédre fortement tronqué qui est un
octaédre réguliedt droite en passant par une étape intermédiaire.

5. Le triaki-tétraedre, dual du tétraédre tronqué

Utilisons encore la dualité polaire par rapporadphére intermédiaire. Les faces hexagonales du
tétraédre tronqué sont dans les mémes plans gudades du tétraédre régulier. On connait déja les
transformés de ces plans, sfit B', C, D’, et I'on retrouve le tétraédre auto-dual ABCD. Ce sont
aussi des sommets du dual du tétraédre tronqus,uie des arétes de ce duaure 12. Il reste a
déterminer les transformés des plans contenafades triangulaires.



A
Figure 12: Le dualA’B'C’'D’ du tétraédre réguliekBCD est aussi une partie du dual du tétraédre
tronqué.

Privilégions la face hautdSTdu tétraédre tronquéidure 13, coupée perpendiculairement en son
centreQ, par la hauteurAH] du tétraédre régulier. On conn&®A = R = a+/6 / 4ainsi queAH =

a~/2//3, Aol AQ, = a~/2 /(3/3). On en déduit quOQ, = OA—AQ, = 5a+/6 / 36.

Le plan deMSTa pour transformé par dualité polaire le p@y sur [0Q,) tel queOQ, OQ o= R
On trouveOQq = 3a+/6/20. Le pointQ’o, sur la hauteur vertical@@), est a I'altitudeOQ’y en

considérant les plarBCD ouB’C’D’ comme horizontaux. D’autre part le plBIC’'D’ est a I'altitude
R/ 3 (=r). La distance séparant le po@% du planA’B’'C’ esth telle que:

h=0Q',—R/3=3a+/6/20-a/6/12=a/ 6 /1!

Figure 13: Position du centr@, de la face triangulaif1STdu tétraédre tronqué.

Il reste & compléter la construction du dual egrjant le poinfQ’g aux trois sommets du triangle
équilatéralB’C’D’, ce qui donne une pyramide droite a base triaimgutle hauteuh =a/6 /15, et
dont les faces sont des triangles isocéligsie 14. Ceux-ci ont leur base de longueu(rappelons
guea est la longueur de l'aréte du tétraédre initiaBs deux autres cbtés ont pour longu&gB’,
avecQyB’? = 6a’ /15* + a® /3= 9a” / 2, soitQ,B’ = 3a/ 5. On peut vérifier que les deux angles
égaux d’'un triangle sont tels que @s 5/6. Et ce que I'on a fait avec la pyramide #&ea la face
B'C'D’, on le fait aussi avec les autres faces. Remangjupie la distance ent@ et les sommets du
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dual n’est pas la méme. Pour les poiatsB’, C’, D’, elle vautR = a~/6/4, et pour les points
commeQ’y elle vaut3a J6/20. Le dual n'a pas de sphere circonscrite.

Figure 14: Construction partielle du dual du tétraédre dquody avec la fac8'C’'D’ surmontée
d’'une pyramide droite.

Finalement, le dual du tétraédre tronqué peut stibten partant d’'un tétraédre régulier, puis en
accolant sur chacune de ses quatre faces des pgmrdioites de hautelr, dont les pointes se
projettent au centre de grravité des faces duetearégulier sous-jacent. Cela explique le nom de
triaki-tétraédre attribué a ce dufig(re 195.

C

A

Figure 15: Le dual du tétraédre tronqué, ou triaki-tétraédormé d’'un tétraédre régulidBCD
dont les faces sont surmontées de pyramides droites

La dualité sommets»> faces se manifeste ainsi : puisque chaque sommgtrhédre tronqué a une

configuration (3 6 6) de longuear= 3, chaque face de son dual est un polygone=a8 sommets,
soit un triangle, lui-méme avec un sommet entoer8d thces et les deux autres de 6 faces.

6. Solides de Platon, solides d’Archiméde et solislele Catalan

6.1. Solides de Platon et leurs duaux

Les solides de Platon sont les polyédres régulleyssont au nombre de cingq (cela se démontre
facilement), le tétraédre régulier étant le pluspe et le plus « petit », les autres étant le cube
I'octaédre, I'icosaédre et le dodécaédre. Mais gpedie-t-on exactement un polyédre régulier ?

Un polyedre régulier est par définition un polyédanvexe dont les faces sont des polygones
réguliers plans identiques, avec des sommets toimiEs de la méme fagon par des faces. Il en
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découle gu’un polyedre régulier a tous ses angéelres égaux entre faces adjacentes, et qu'il desse
une sphere circonscrite, une sphére inscrite esphere intermédiaire.

En appelanp le nombre de sommets d’'une face polygonalg,letdegré d’'un sommet, c’est-a-dire
le nombre de faces entourant chaque sommet, uegralyégulier est caractérisé par la donnégde (
g), soit (3, 3) pour le tétraedre, (4, 3) pour lbeu3, 4) pour l'octaédre, (3, 5) pour I'icosaedt€5,

3) pour le dodécaedre.

Un polyedre régulier admet un polyedre dual quiaestsi un polyedre régulier. En effet, une face a
p sommets devient par dualité un sommet de deget un sommet de deggédevient une face q
sommets. Le dual d’'un polyedre régulipy ) devient le polyedre régulieq,(p). Le dual du tétraedre
régulier est le tétraedre régulier, le cube ettdédre sont duaux, tout comme l'icosaedre et le
dodécaedre. Ces duaux ont le méme nombre d’aF&tes le tétraedre régulier, on a vu qu’en utilisant
la sphere intermédiaire pour l'opération de dualitésuffisait de remplacer chaque aréte par une
perpendiculaire touchant la sphére au méme poiat pbtenir le tétraédre dual. Il en est de méme
pour les autres polyedres réguliers. Deux polyedégsliers duaux ont aussi le méme groupe de
symétries.

6.2. Solides d’Archimede

Lorsque nous sommes passés du tétraedre -soliddatien, au tétraédre tronqué, nous avons
obtenu un polyédre dont les faces sont constituesleux types de polygones réguliers, et qui
présente les mémes symétries que le tétraédreiégalitrement dit, on peut passer d’'un sommet
quelconque a un sommet quelconque par une isondiiiide laisse globalement invariant. Cela
s’appelle un solide d’Archiméde, et c’est un polgedit semi-régulier.

Plus généralement, un polyédre semi-régulier egtalyedre convexe dont les faces sont formées
d’au moins deux types de polygones réguliers, eétagmet des symétries transportant un sommet
guelconque en un sommet quelconque. Cela entratneas sommets ont tous la méme configuration.
Cette configuration s’écrit sous forme d’'une listelique constituée des nombres d’arétes des faces
successives entourant un sommet. Par exemplerd&déte tronqué a comme configuration (3, 6, 6)
car un sommet a autour de lui un triangle équiditéuivi de deux hexagones réguliers. Une telle
configuration de sommet caractérise un polyédrei-seégulier. Il s’ensuit qu'un polyédre semi-
régulier a toutes ses arétes de méme longueur;ilkadmet une sphére circonscrite.

Les prismes droits dont les deux bases sont dggguds réguliers (avetsommets chacun) et les
faces latérales des carrés, entrent dans la cadlgs polyédres semi-réguliérSelon la valeur prise
parn, il en existe une infinité. De méme les antiprisndefaces réguliéres sont des polyedres semi-
réguliers. lls ont aussi deux bases identiguesopii des polygones réguliersNdommets) mais I'un
tourné par rapport a l'autre de facon que les fdatfyales soient des triangles équilatéraux (au
nombre de 8).2 Il existe aussi une infinité de tels antiprisméigufe 16 en hayt Ces prismes et
antiprismes possedent des symétries diédralesnnuat des rotations autour d’'un axe central.

Les prismes définis ci-dessus admettent pour ddaaxi-pyramides droites dont la base est aussi
un polygone régulier a sommets, aussi appelés diamants. Les antiprisdmstgent pour duaux des
antidiamantsf{gure 16 en bas

2 Le cube est un prisme droit & faces réguliéress ommme il n’est formé que d’un seul type de faces
peut I'exclure de la catégorie des polyédres sé&gHiers.

% On peut exclure le tétraédre régulier qui est mtipesme dont les bases sont réduites & deux sggme
perpendiculaires, aisni que I'octaédre réglier destbases sont des triangles équilatéraux towt@és20° I'un
par rapport a l'autre. lls n'ont en effet qu’un kye de faces.



12

T

Figure 16: En hauta gaucheun prisme droit avec des bases qui sont des pargageéguliers et
des faces latérales carréagjroite un antiprisme avec des bases qui sont des prrégageéguliers et

des faces latérales qui sont des triangles équlatéEn basleurs duaux respectifs, le diamant et
I'antidiamant.

<

Les autres polyédres semi-réguliers sont appelédesod’Archiméde. lls se distinguent des
prismes et des antiprismes car il n’en existe quiambre fini, & savoir 13, et qu’ils possedent des
symétries plus variées que les simples symétriédralies, & savoir les symétries des polyedres
réguliers dont ils sont issus.

Ce que I'on a fait par troncature faible pour pasketétraédre régulier détraedre tronquépeut
aussi étre fait a partir des quatre autres polgedee Platon. Lorsque I'on rogne les pointes pour
obtenir des faces en forme de polygone régulierepample au tiers de la longueur des c6tés si I'on
avait initialement un triangle, une face triangidagést transformée en hexagone régulier, une face
carrée est transformée en octogone régulier, weedantagonale devient un dodécagone régulier. On
trouve ainsi lecube tronquédont la configuration de sommets est (3 8f®)ufe 17, I'octaédre
tronqué(4 6 6), ledodécaedre tronqué 10 10) et fcosaedre tronqués 6 6) figure 19 au centie

Faisons maintenant une troncature forte, en rogeamointes jusqu’au milieu des cétés. On a vu
que le tétraédre régulier donne un octaédre régglie n'est pas semi-tégulier. Mais le cube et
I'octaedre donnent tous deuxdeboctaedrdfigures 17 et 1B, tandis que le dodécaedre et I'icosaedre
réguliers donnent tous deuicbsidodécaédréfigure 19 a droitg.

Figure 17: Du cubea gaucheaux cubes tronqués par troncature faible puisttme forte, ce qui
donne le cube tronqus centreet le cuboctaedra droite
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Figure 18: Troncature forte de l'octaédre réguli@n(rougé et du cube €n ros¢, donnant le
méme cuboctaedre.

Yo
DO

Figure 19: A gauchel’icosaédre régulierau centrel'icosaedre tronqué (troncature faible) gt
dtoitel'icosidodécaédre (par troncature forte).

A l'occasion, on remarque que le cuboctaedre ptéseme particularité, il peut étre découpé en
deux parties identiques suivant un plan sur legeefrouvent six de ses sommeA8CDEF sur la
figure 20a gauche En faisant tourner une partie par rapport a t&gke 60°, on trouve un nouveau
polyédre avec la méme sphere circonscrite et dguestde faces qui sont des polygones réguliers
(figure 20 a droit¢ Mais avec ce polyédre, que I'on peut appeleogyrboctaédre, on ne peut plus
passer d'un sommet quelconque a un sommet queleoaqule laissant globalement invariant,
autrement dit ce polyédre ne possede plus les s@sélu cube qui sont aussi celles du cuboctaedre.
Le gyro-cuboctaédre n’est donc pas un polyédre-séguilier.

S

Figure 20 : A gauchée cuboctaedre avec sa sphere circons@&itérpite le gyro-cuboctaédre, ou
les faces situées sous I'hexag@BCDE sont tournées de 60° autour de I'are ple) joignant les
centres de gravité de deux faces triangulaires g
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Les troncatures nous ont déja donné sept solideshimede. Continuons en tronquant ceux qui
sont déja tronqués. Mais si I'on tronque un polgesemi-régulier, avec des sommets entourés de
plusieurs types de polygones réguliers, on n'obtiglhis de polygones réguliers autour de ces
sommets, et 'on n'a plus un polyédre semi-régulieoutefois les troncatures faible et forte du
cuboctaéedre ainsi que de l'icosidodécaedre dondesitpolyédres qui ressemblent a des polyedres
semi-réguliers.

Pour le cuboctaedre, on voit les résultats obtenudafigure 21 avec la présence de rectangles,
les arétes ayant deux longueurs. Il est alors pplessi’'effectuer quelques modifications pour
transformer les rectangles en carrés et obteriut®catédre tronquét le rhombicuboctagdfe qui
sont des solides d’Archimédfigure 22.

De méme, les troncatures décd'sidodécaédradlonnent, aprés modificationsjcbsidodécaedre
tronquéet lerhombicosidodécaedr@figure 23. Nous arrivons ainsi & 11 solides d’Archimede, qu
héritent de toutes les symétries des polyedredieggaont ils sont issus.

\

Figure 21: Du cuboctaedrea( gauchg aux deux cuboctaedres tronqués, le premier faiote
tronqué &u centrg et le deuxieme fortement tronqueé droite), ce dernier avec la présence de faces
rectangulaires et d’arétes qui n'ont pas la mémgueur : ce n’est plus un polyédre semi-régulier.

Figure 22: Deux solides d’Archimede : le cuboctaédre tranggaucheet le rhombicuboctaédee
droite.

* On peut remarquer que le rhombicuboctaédre présera coupole haute et une coupole basse sépanées p
une couronne de carrés. Il est alors possibleide tiaurner une coupole par rapport a I'autre cimgle der/4,
mais ce faisant on n'a plus un polyédre semi-régupour les mémes raisons que celles donnéesi@gyro-
cuboctaedre.
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Figure 23: A partir de l'icosidodécaedra gauche on obtient, par troncatures faible et forte

dans ce dernier caavec quelques modifications poidonner auxarétesla méme longueur,
l'icosidodécaédre tronquau centr,, et le rhombicosidodécaédiaroite’.

A ce stade,lireste les deux derniers solides d’Archiméde, sjappellent lecube adouci(ou
cuboctaedre adougiet le dodécaedre adou (ou icosidodécaedre adoyciOn peut les considér
comme des dérivés du adiaedre et du rhombicosidodéce, maisa condition de procéd a une
rotation relative de leurs faces oppo: et a d’autres modifications. En partalot cuboctaedre, quat
de s& faces carrées opposées deux a deux et paraliéliewurnées de 45° 'une par rapport a l'at
et en oupant les autres carrés en deux pour avoir dasgtas, on fait en sorte que tous les trian
deviennent équilatéraufiqure 2 a gauchg On fait de méme a partir dhombicosidodécaéc, en
tournant les faces pentagonales oppc de#/5, et en déaupant les carrés en deux, pour finalen
s’arranger pour n‘avoir que des triangles équidatgrfigure 24 a droitg.

A cause de ces rotations de faces, ces deux pely@doucis perdent les symétries de réflexior
rapport a des plans ainsi queslanétrie centra, symétriegqu’avaient le cube et l'icosaédre dont
sont issus, et ils n'en conservent que les isoagpositives (les rotations). Selon le sens dapsel
sont tournées les faces, on a deux -polyedres différents dans chacun desx cas. En faisant ce
distinction, il existe si I'on préfere 15 solideéachimede

Les solides d’Archimede ont tous en commun le davoir une sphére circonscrite ainsi qu'’t
sphére intermédiaire (tangente aux arétes), nmisaht pas de sjére inscrite, car le fait d’avoir ¢
moins deux types de faces fait que la distanc centre n’est pas la méme potes faces de type
différent.

Figure 24: A gauchesur fond gri: le cube adouci (ou cuboctaédre adouc étoite le dodécaedre

adouci (ou icosidodécaédre ado, aveca leur gauchde cuboctaédre et le rhombicosidodéca
dont ils sont les transformes.

Pour conclure, nous donnons suifigure 25un récapitulatif des solides d’Archimeéde tels g
sont obtenus a partir des solides claton, par troncatures faible dierte, ou finalement par
adoucissement.

® Les images de ces deux solides d’Archiméde sdaéedides articles (Wikipediaa ce sujet. Pour avoir (
nombreux renseignements sur les polyédres d’Aratémét d’'autres polyédres, onurra consulter le site
mathcurve polyédres
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POLYEDRES REGULIERS
Tétraédre Cube Octaédre Icoshe Dodécaed

l

tétraedre cube octaedre icosaedre dodécaedre
tronqué tronqué tronqué tronqué tronqué

icosidodécaed

cuboctaéedre rhombicuboctaédre icosidodécaédreombicosidodécaéec
tronqué tronqué

cube adouci dodécaedre adol

Figure 25: Les treize solides d’Archimede tels qu'on lesut® a partir des cing polyedr
réguliers.
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6.3. Les solides de Catalan
6.3.1. Définition et propriétés

Par définition, les solides de Catdlaont les duaux des solides d’Archiméde. lls satcdau
nombre de treize. La dualité peut étre opéréepsoitapport a la sphere circonscrite soit par ref@po
la sphére intermédiaire des solides d’Archimede.

Nous allons utiliser de préférence la sphére indgiimire. On sait que dans ce cas, chaque dréte
d’un solide d’Archiméde est transformée en uneeasi&du dual telle quel’ est perpendiculaire @
avec un point communaetd’ qui est le point de tangence de I'ardtavec la sphére intermédiaire.
A son tour, l'aréted’ est aussi tangente a la sphere. Il en résultengeolide de Catalan admet une
sphére intermédiaire qui est la méme que celletidiesd’ Archiméde associé.

A cause de la dualité, lorsqu’'un solide d’Archimed8& sommetsF faces etA arétes,avec une
configuration de sommet de longueur(sommets de degnd), le solide de Catalan dual&faces
polygonales & sommetsF sommets et le méme nombAal’aréte$. Et comme la dualité préserve les
symétries, les faces polygonales du solide de &atdnt toutes identiques. Enfin, si la configorati
de sommets du solide d’Arhimede est, par exemgldéa dorme 4, b, b), la configuration de faces du
dual est aussi de la forma, @, b), ce qui signifie que chaque face polygonale al@irses sommets
entouré de faces, et les deux autres sommetb thres.

6.3.2. Polyedres duaux des polyedres d’Archimédeifldement tronqués

Commencons par les cing polyedres d’Archiméde alstgmar troncature faible des polyedres
réguliers. Nous avons déja vu le cas du tétraeédngaé dont le dual est le triaki-tétraédre : uasi@
des faces du tétraedre tronqué étant dans le miameype celles du tétraedre régulier originel, deur
images par dualité avaient donné les sommets duddutgtraedre régulier, c’est-a-dire un tétraédre
régulier, et les autres faces (les triangles) awainné des sommets qui étaient les pointes de
pyramides dont les bases étaient les faces dedégraégulier dual. Il en est de méme pour tous les
duaux des polyédres d’Archiméde obtenus par tronedgible des polyédres réguliers. Il suffit de
prendre le dual du polyedre originel, qui est ausspolyédre régulier, et d’accoler sur ses faess d
pyramides droites ayant une certaine hauteur

Prenons I'exemple du cube tronqué. Pour avoir s@h dommencons par prendre le dual du cube,
a savoir I'octaedre régulier, et accolons sur siee&s triangulaires des pyramides droites. Lequiky
dual obtenu ainsi est appelé triaki-octaefigu(e 26. A partir de la configuration de sommets (3 6 6)
(de longueur 3) du cube tronqué, on peut vérifiex kg dual est formé de faces triangulaires ayant u
des sommets entouré de 3 faces et les deux aet@$ades. Et comme les faces de I'octaédre ont des
angles diédres égaux, tout comme ceux des facepydasides avec celles de I'octaédre, le triaki-
octaedre a tous ses angles diédres égaux.

® E. Catalan a été le premier a faire une étudaustive des duaux des solides d’Archiméde, dararleées
1860. On pourra consulter avec profit sur Inteftagticle Catalan et ses polyédrate J.J. Dupas et N. Verdier
(bulletin de la Sabix, 2015). Pour la petite histpsignalons que Catalan s’est fait virer de [lEd@olythcnique
a cause de ses opinions politiques, avant d'émég¥é un an plus tard.

" Les solides d’Archiméde et de Catalan étant coesieis obéissent tous deux a la formule d’EBlerS—
A = 2. L'échange d€& etSne modifie pas\.
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Figure 26: A gauchde cube tronquéu centreajout de I'octaedre régulier, dual du cube, etegi
aussi une partie du dual du cube tronquéroite le triaki-octaédre, dual du cube tronqué, avec ses
pyramides accolées sur les faces de 'octaédre.

Exercice 1 : Détermination de la hauteur h des pymades du triaki-octaeédre, a partir
d’un cube dont les c6tés ont pour longueur 2.

1) Déterminer la longueur a des c6tés du cube tronqué

En s’aidant de Idigure 27 considérons la face haute du cube tronqué, enefa’octogone
régulier..En utilisant un c6té du cube commg][avecAB = 2, on doit avoir :

2 = —
+\/§_2(\/§ 1).

a+a/2=2, soita=1

~
/

1

Figure 27: Vue de haut du cube et du cube troneaéoir, avec la sphére intermédiagr bley et
I'octaedre dual du cuben rouge

2) Quel est le rayonRle la sphére intermédiaire du cube tronqué ?

Les arétes verticales du cube et du cube tron@aéjtes aux pointg, B, C, D sur lafigure 27,
sont portées par la méme droite. La sphere intdainédlu cube est donc aussi celle du cube tronqué,

le point de contact etant au milieu de ces ar8tes.rayon esR =42.

3) Construire I'octaédre dual du cube, et détermiterrayon de sa sphére circonscrite, la
longueur a'de ses c6tés et le rayon de sa sphéita

AppelonsH la projection du centr® sur un carré du cubédure 27. Ce pointH est aussi bien le
centre de ce carré du cube que le centre de lactacespondante octogonale du cube tronqué. On a
aussit6tOH = 1. Considérons le poiit’, sommet dual de la face carrée ou octogonalet kieué sur
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[OH) et il est tel quiOH OA’= R? d’ou OA’ = 2. C'est aussi le rayon de la sphére circoreserit
I'octaedre. Les triangles équilatéraux qui formiéattaedre ont leurs cétés de longuaur 242

AppelonskK la projetion deO sur une facd&RSTde I'octaédre figure 28 a gauche et au cenre
Pour des raisons de symétri&sest le centre de gravité du triangle équilatéealadface. Il est aux

deux-tiers de la médian®J] & partir deR, ol JK = (1/3)JR= (1/3)a/3/2= 2/2/3/6/ 2 .

D’autre part,0J = a/2 = +/2. Dans le triangle rectang@JK: OK? = 2 — 2/3 = 4/3 eOK = 2/+/3,
OK étant par ailleurs le rayon du cercle inscrit daotdaédre.

4) Déterminer les sommets duaux des faces triangadalu cube tronqué.

Considérons une face triangulallW du cube tronqué, de centre(figure 28 a droite et au
centre, qui est aussi la projection du poitsur la face. On a déja :

WP= (2/3)ay/3/2=a/3/3= 2/ 3( 2 1)/.
D’autre part la distanc®W, qui est le rayon de la sphere circonscrite aw ¢tdnqué, vérifie, dans
le triangle rectangl®®JW: OW = 2 + a%4 = 2+ (/2-1¢ = 5- 2/ 2. Dans le triangle rectangle

OPW: OF =OW —PW= 5-2/2- (4/3)(/ 2- =% (2/3)

Figure 28: A gaucheune faceRSTde 'octaedre et le projet€ de O sur cette faceAu centre vue
de profil du cube tronquéi noin, de I'octaédredn rougg, et d'une pyramide accolée a une face de
I'octaédre €én bley. A droite une face triangulair&lVW du cube tronqué, et le projeéde O sur
cette face.

La faceUVWa pour dual le poir tel queOP . OQ=R?, soit

0Q=2/1+(2/3N2=2/3N 3 2 2= 4§ 3% 2 & (2 =~1,435.

Ce pointQ est le sommet d’'une pyramide accolée a une facBodmeédre. La hauteur de la
pyramide esh = KQ = 0Q-0K

=6(2-1) /13- 2K 3= QN 3)B( 2 B B @V 3) 2

soit h= 0,28

5) En déduire la longueur des cotés des facesdtitaire du triaki-octaédre.

Les faces sont des triangles isocéles dont ladbaser longueua’ = 24/2 = 2,828 et dont les deux
autres cotés ont pour longueutelle quec? = h? + 8/3 = 8(6- 4/2) =~ 2,745, d'olc =4(/2-1)=
1,6568. On a aussi comme rapport des cétés = (1+ \/E)/\/_Z, et ce rapport est le méme quelles

gue soient les dimensions prises au départ (rappejoe nous étions partis d'un cube de c6té égal a
2).
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A travers cet exemple, des différences fondamentgparaissent entre les solides d’Archimede et
les solides de Catalan :

* Les premiers ont une sphére circonscrite, les skcoten ont pas.

» Les uns ont des faces qui sont des polygones eégudie plusieurs types, les autres ont des
faces qui sont toutes identiques, mais qui ne gasdes polygones réguliers.

6.3.3. Projection sur une sphére

Les solides de Catalan n’ont pas de sphere cirdctgmsmais on peut envoyer tous les sommets sur
une sphere par projection radiale (a partir dure¢nOn obtient alors des polygones sphériques qui
sont tous identiques, autrement dit la sphérecsevdr pavée avec un seul type de pavés. Les pavages
sphériques associés aux solides de Catalan duausotides d’Archiméde tronqués faiblement sont
donnés sur léigure 29

Reprenons les deux exemples que nous avons trRités. le triaki-tétraédre dual du tétraedre
trongqué, on peut prendre la sphére circonscritétaedre dual, ce qui donne une partie des sommets
du solide de Catalan, puis on projette les poidis pyramides sur la sphére pour avoir les autres
sommets du solide de Catalan projeté sur la spB&Eranéme avcc le triaki-octaédre, ou il suffit de
projeter les pointes des pyramides sur la sphécerscrite & I'octaédfeOn fait de méme dans les
autres cas. Par exemple, a partir de I'octaedmqtr® (solide d’Archiméde), on prend le dual de
I'octaédre régulier, soit un cube (aussi appeléabdre), puis on projette les pointes des pyramides
accolées aux faces carrées du cube sur sa sptemescrrite, ce qui donne le tétraki-hexaédre.

Triaki-tétragdrer;,* Tetraki-hexaédrg
(dual du tétraédre tronqué) (dual de l'octaédre tragqu

Triaki-icosaédrd=g;" Pentaki-dodécaéBeg
(dual du dodécaedre tronqué) (dualidedaédre tronqué)

Figure 29: Vision sphérique des solides de Catalan duasxsaédes d’Archiméde faiblement
tronqués.

8 On avait vu que la hautebrdes pyramides du triaki-octaédre était 0,28. En utilisant les notations de
I'exercice 1précédent, la hauteur des pyramides aprés prajestir la sphére circonscrite a I'ocatedrehest

OA — OK = 2 — 2A/3~ 0,845.
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6.3.4. Polyedres duaux des polyédres d’Archiméderfement tronqués
Les polyédres d’Archiméde correspondants sont atbn® de deux :

* Le cuboctaédre avec ses 6 faces carrées et seeS8tfangulaires. Il donne comme dual le
dodécaédre rhombique avec 12 faces identiquesae fibe losange.

» L'icosidodécaedre avec ses 20 faces triangulairees12 faces pentagonales. Il a comme dual
le triacontaédre rhombique avec 30 faces en formmleshnge.

Le passage du cuboctaédre a son dual est donrié figure 3Q et les propriétés du dual sont
traitées dans I'exercice suivant.

Figure 30: A gauchde cuboctaedren noiret le cube associ&n rouge Au centre le dodécaedre
rhombiqueen bley dual du cuboctaéedre lui-méraa noir. A droite le dodécaédre rhombique avec ses
12 faces qui sont toutes des losanges identiques.

Exercice 2 : Le dodécaedre rhombique, dual du cuta@gdre. Dimensions des faces en
forme de losanges et hauteur des pyramides accadéasctaedre régulier sous-jacent.

1) Construire le cuboctaédre en tronquant fortememtcube de cété de longueur 2. Calculer la
longueur a de ses arétes, ainsi que le raypteRa sphére intermédiaire de centre O.

Avec les cotés du cube de longueur 2, une arémudactaedre comme\B] sur la face haute a

pour longueul = J2 (figure 3J). La sphére intermédiaire est notamment tangetitg&e [AD] en
son milieul. Son rayon es@l] et sa longueur est respectée sudigare 31 a droited’ou

R?=1+1/2=3/2,eR =/3//2.

I
A B

A
I

2V2
Figure 31: Vue de haut gaucheet vue de profik droite du cuboctaédren noir, et du cubeen
rouge

2) Déterminer les sommets du polyédre dual qui sest images des 6 faces carrées du
cuboctaedre. En joignant ces sommets, quel estlyegre régulier obtenu ?
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Les projections du centf@ sur les faces carrées du cuboctaédre se fonuendentres, tous situés
a une distance unité @ Prenons le centrdd’'une face carrée. Par dualité, le plan de la thndent
un pointd’ sur [0J) tel queOJ OJ = R?, s0itOJ’ = 3/2. On obtient ainsi 6 sommets du polyédre.dual

Comme les faces carrées du cuboctaedre sont dan®laes plans que les faces du cube originel,
la joinction de ces 6 sommets donne le dual du,caitsavoir un octaédre régulier. Mais comme les
faces carrées du cuboctaédre ne sont pas adjadestesétes de I'octaede ne sont pas des arétes du
polyédre dual.

3) Déterminer les sommets du polyédre dual qui s@sbeés aux 8 faces triangulaires du
cuboctaedre.

Le pointO se projette sur les faces triangulaires en lentreale gravité. Considérons une face et
son centre de gravit€. La droite OK) passe par le sommet correspondadt cube figure 32. Une

médiane du triangle mesuee/3/2 = +/3/2, d’'oti TK = (2/3) +/3/2= /2/3. Dans le triangle
rectangleOKT, OK?=2-2/3=4/3,eDK=2 /\/5. Par dualité, la facRSTdevient le sommedf’ du
dual, situé surQK) et tel queOK OK = R? OK' = (3/2)+/3/2 = 3\/3 /4. AvecOE = /3, on obtient :
OK’ = 3J3/40E /+/3= (3/4)OE.

Figure 32: A gauchevue en perspective d'une face trianguld®8Tdu cuboctaedre et de son
centreK, a droite vue de profil du cuben jaune du cuboctaédren noir, de son duaén bley et de
I'octaédre sous-jaceen rouge

4) Déterminer la longueur a’ des c6tés du dodécadlupenbique, dual du cuboctaédre.

On a vu quéOK’ = (3/4)OE, d'oli VK’ = 3/4 etOV = 3/4 /2 (figure 32 & droity Sur cette méme
figure le losange ayant pour sommetetV a ses dimensions respecté@¥, est une demi-diagonale

et OU = VK’ est l'autre demi-diagonale, sait’ = VU? = 27/16, eta' =3J/3/4. En appelant le petit
angle du losange, on a taid) =1//2 eta = 2 Arctan(./~/2).

5) Reprendre l'octaédre obtenu au 2° dont les samreent six des sommets du dodécaédre
rhombique et dont les arétes sont des diagonalsdadanges de ce polyédre. Les 8 autres sommets
sont chacun équidistants de trois sommets d’une & 'octaédre (figure 33). lls sont donc les
pointes de pyramides droites accolées au tétradd#eerminer la hauteur h de ces pyramides.
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Figure 33: Le dodécaédre rhombigea noir, et I'octaedre régulier sous-jacem rouge

En reprenant les notations dditzure 32 la distance d® a une face de I'octaédre €3, hauteur
du triangle rectang®VP. Avec OP = 3/2,0V = 3/4 /2 et par suiteVP =33 /(2/2), on en déduit

OH = OV OP/ VP = 3/(2J/3) = +/3/2. La hauteur d’'une pyramide dst OK' — OH = 3/3/4 —

J3/2 = J3/4 = 0,433. Remarquons qu'on est dans un cas particules faces des pyramides,

lorsqu’elles sont accolées deux a deux, sont damaéme plan et donnent des faces en forme de
losange.

Finalement, si I'on part d'un octaédre réguliergeton accole des pyramides sur ses faces, on
retrouve d’'abord le triaki-octaedref( exercice ), puis le dodécaédre rhombique et enfin le pokyédr
inscrit dans la sphére circonscrite a I'octaedres récisément, le rapport de la hauteur de la

pyramide sur la longueur d’un coté de I’octaédret\mZB/(Z\/E) ~ 0,099 pour le triaki-octaedre, puis
(+/314)I(3y/212) = 1/ (2 6)= 0,204 pour le dodécaédre rhombique, et aprésgtimjesur la sphére
0,845//(2/2) ~ 0,299.

6.3.5. Les autres solides de Catalan

Pour les six solides d’Archiméde restants, nousnawau qu'il était nécessaire de modifier les
troncatures ou de pratiquer des rotations entresfapposées. Mais pour autant, le ce@rde ces
polyédres se projette toujours sur le centre deitgrales faces, ce qui facilite la construction des
solides de Catalan associés. Pour ces derniggnkipale nouveauté réside dans I'apparition deda
polygonales qui ne sont plus seulement des trigrgaeticuliers ou des losanges.

6.3.5.1. Solides de Catalan dont les faces sont tiangles scalénes

Le cuboctaédre tronqué, de configuration (4 8 ppar dual I'hexaki-octaédre dont les faces sont
des triangles proches de triangles rectandligsiré 34 en hagt Tout comme l'icosidodécaedre
tronqué de configuration (10 4 6) qui a pour dir@aki-icosaedre, avec des faces elles aussi psoch
de triangles rectanglefigure 34 en bas Lorsque I'on projette ces deux solides de Catalar une
sphére, on obtient deux pavages sphériques patridagles isométriques qui, eux, sont rectangles
(figure 34 a droitg

° Un triangle scaléne est un triangle dont les cotésles longueurs différentes.
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Figure 34: En haut le cuboctaedre tronqu# gaucheet son dual, le solide de Catalan appelé
hexaki-octaedr@u centre En bas l'icosidodécaédre tronqué et son dual I'hexakismedre (dessins
repris deWikipedig. A droite les pavages sphériques et F1,0 associés aux solides de Catalan aprés
leur projection sur une sphére.

6.3.5.2. Solides de Catalan dont les faces sont deadrilatéres en forme de cerf-volants

Le thombicuboctaédre, solide d’Archimede de comfigon (3 4 4 4) a pour dual 'icositétraedre
trapézoidal avec des faces en forme de cerfs-wlaptii sont des quadrilateres formés de deux
triangles isoceles accoléigre 35. Tout comme le rhombicosidodécaéedre de configamdb 4 3 4)
qui a pour dual 'hexacontaédre trapézoidal avedalges en forme de cerfs-volants aussi.

Figure 35: A gauche le rhombicuboctaédren noir et son dual, l'icositétraédre trapézoieal
bleu A droite l'icositétraédre trapézoidal avec ses 24 quadriga en forme de cerfs-volants.

Nous allons traiter précisément le cas de licosifre trapézoidal sous forme de I'exercice
suivant.

Exercice 3 : Le rhombicuboctaédre et son dual I'sitétraédre trapézoidal

Pour construire le rhombicuboctaédre, nous allonsgidérer qu'il est formé d’anneaux de huit
carrés adjacents, en forme d’octogones réguliers,anneau étant horizontal et les deux autres
verticaux.
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1) Prendre un cube de c6té de longueur 2, et yrimeske rhombicuboctaedre de facon que six de
ses carrés soient insérés dans les faces du cubeutiisant les vues de haut et de profil du
rhombicuboctaedre, déterminer la longueur a de agdes ainsi que le rayon; Rle sa sphere
intermédiaire (figure 36).

3 74
AN ‘ //

Figure 36: En haut le rhombicuboctaédre inscrit dans le cebevert En bas de gauche a drojte
une vue de haut et deux vues de profil.

Considérons par exemple la vue du haut, avec tocta régulier inscrit dans un carré du cube. Sur
un c6té, on doit avoim + a /2 = 2, soita = 2 (\/5— 1). En utilisant une vue de profil, le rayonlde
sphére intermédiaire eBt= OA AveclA =a/2 =+/2 - 1 etOl = a/2 +a+/2 /2 = 1, on obtienR? = 1
+all4, =422,

2) Déterminer les angles diédres entre deux carrgacatts et entre un carré et un triangle
équilatéra adjacentsl.

Entre deux carrés, I'angle est celui de I'octogeégulier, soit 90 + 45 = 135°. Pour l'angle
séparant un carré et un triangle, utilisons la deeprofil a droite de ldigure 35 ou cet angle est

respecté. Dans le triangddBH, on aBH = av/2 /2 etAH = a/2, et 'angleA du triangle est tel que tAn
=2, soitA =54,7°. L’'angle entre un carré et un triangle agfjpwaut 144,7°.

3) Le centre O se projette évidemment sur les eserdes faces carrées. Mais vérifier gqu'il se
projette aussi sur les centres des faces triangesai

B Le pointH se projette ers sur AB). D’autre part la droite@H) fait un

g angle avec la verticale dont la tangente bt / OH' = (1 —a/2)/(a/2) = J2,
ZA "~ tou comme l'angle A du triangle ABH. Cela prouve que QH) est
S perpendiculaire aAB), ou encore que les poin®; H, G sont alignés. Il reste a
montrer ques est au tiers deAB] a partir deA :

AB? = AH? + BH? = 3a%4 ; AB = a/3/2, etAG = AH cosA = (a/2) /+/3car
avec co®A = 1 (1 + taRA) on trouve cod = 1//3. FinalementAG = (1/3)AB.
Le pointO se projette bien au centre du triangle équilaguakst une face du rhombicuboctaedre.
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4) Pourquoi les faces du polyedre dual sont-elles gieadrilatéres plans en forme de cerfs-

volants?

Prenons un sommétdu polyedre d’Archiméde. Pae dualité polaire,
il est transformé en un plarQ) dans lequel s’inscrit une face du
polyedre de Catalan. A leur tour, les faces quowmnt le sommeP
sont transformées en poins, B’, C', D’ sur le dessin ci-contre. Cela
prouve que le quadrilatere formé par ces pointplest, ce plan étant
(Q). On sait aussi que les arétes du dual coupsrarétes du polyédre
d’Archimede au milieu de ces dernieres, soit K, L. Les sommet#\,
B, C, D’ du dual sont les pointes de pyramides droited tksbases
sont délimitées par les mileiux des faces du pobyédiginel. On en
déduit queA’l =A'L, B'l =B’J, etc. DoncA’'B’ =A'D’ etC'B’ =C'D’.

5) Calculer la longueur des grands cotés des facesdudl, comme B’C’ sur le dessin ci-des8us

7

En utilisant le dessin ci-contre, les poifdset C représentent les
centres de deux faces carrées adjacentes du pslgi&hchimede. On

sait queOB=0C = 1. On aBC = 2 cosr/8 = 2++/2. Les inverses

de B et C par rapport a la sphere intermédiaires ®inet C' tels que
OB’ = 0OC’ =R?, B’ etC’ étant deux sommets adjacents du polyédre
dual. On en déduit quB’C’est la longueur d'un grand cété du cerf-
volant, avec :

B'C' =R?BC= (4-2/2) 2+ 2

Quant a l'autre solide de Catalan a faces en eelfsits, on se contentera de donner son dessin sur

lafigure 37

Figure 37: A gauchde rhombicosidodécaédre&droiteson dual, I'hnexacontaédre trapézoidal.

6.3.5.3. Solides de Catalan a faces pentagonales

Le cube adouci et le dodécaédre adouci sont defesal’ Archimede qui ont des configurations de
sommets respectives (33334) et (33335) de longbells donnent donc naissance a des solides de
Catalan dont les faces sont des pentagones.

Le dual du cube adouci est l'icositétraédre pemabfiigure 38, et celui du dodécaédre adouci est
I’hexacontaedre pentagondiglire 39. Nous donnons quelques précisions sur le cubaca@b son
dual dans I'exercice suivant.

' Pour le petit coté, plus difficile & calculer, mouvera le résultat dawolfram Math World
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Exercice 4 : Construction du cube adouci et de sl

Partons d’'un cube de c6tés de longueur 2. Dansutmade ses six faces carrées vont s'inscrire les
six carrés du cube adouci. Nous admettrons quepdasse des carrés du cube a ceux du cube adouci
par une similitude dont le centre est le centrecduré, dont le rapport k est égal a 0,44, et I'anglst
+16,5°'Précisons que ces angles sont opposés pour les tumosées, et qu'il existe deux formes
de cubes adoucis qui sont le miroir 'un de l'auttene reste plus qu'a ajouter les 32 triangles
équilatéraux entre ces carrés.

1) Calculer le rayon de la sphére intermédiaire.

i Utilisons la vue de haut ci-contre. Ave® centre de la sphére
intermédiaire e’ centre d’'un carré du cube, le théoreme de Pytleagor
donne :

O’ =00%+0'I*=1 +r? our est le rapport de la similitude.
En appelant a la longueur d’une aréte du cube adoue aussi :
O’ =1 +a4,

Ol étant justement le rayon de la spheére intermédiair

—

2) Donner quelques précisions sur la forme des fdogsolyedre dual.

Les faces du dual sont des pentagones. Comme umetodu cube adouci est entouré de quatre
triangles équilatéraux et d’'un carré, les quatmarsets du dual associés aux triangles équilatéraux
sont les sommets de pyramides identiques qui smulées aux triangledigure 38 au centre I
s’ensuit que les trois cdtés du dual qui joignexst pointes ont méme longueur. Il en est de méme pou
les deux jonctions associées aux deux trianglegadfs au carré. Finalement une face pentagorale es
formée d’'un triangle isocele accolé a un trapéazesgie avec trois cétés de méme longueur.

Figure 38: Le cube adouci et son dual l'icositétraedre pgomal avec ses 24 faces pentagonales.

M Nous avons repris les indications données paeReBl sur son sitBlathCurvea propos du cube adouci.
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£y 4 .

Figure 39: En hauta gauche¢ le dodécaédre adouci @t droite son dua I'hexacontaedre
pentagonalavec ses 60 faces pentagong(figures extraites deStella Archimedean solids ar
Catalan solid$. En bases mémes (réalisation personne



