Le puzzlelnstant | nsanity

On dispose de quatre cubes, dont chacune descsix ést coloriée avec une coul
choisie parmi quatre couleurs (rouge, vert, blaung). L'objectif est d’empiler le
quatre cubes l'un sur l'autre de fagon que les rgucouleurs soient présentes :
chacune des quatre facades de I'empilage des.

Exemple

. Coloriage des quatre cul

(pour chaque cube, une vue de dessus et
vues de dessous avec rotation d’axe vertical
de visualiser les quatre & verticale, avec la
face de droite qui devient celle de de)

. Une solution du probléen, avec les cubes 0, 1, 2, 3 empilés dans cet ol
haut en bas

(deux faces sont visibles, celles qui sont cachéms leurs
couleurs indiquées sur deux colonnes de part etré’ale I'empilage
visible)

Remarques préalable, et début de la programmatiotr

. 'ordre dans lequel sont disposés les cubes n’a d'importance. Nou:
choisirons de les prendre dans I'ordre de leursérascroissant de haut en |

. Le probléme n’a pas toujours de solutions ( pangte si I'on colorie toute
les faces des quatre cubes avec une seule co



3 B * Prenons un cube, et différencions ses six facess PI
J 1] précisément, choisissons une position du cubegtens 0 la face de
devant, 1 celle de droite, 2 celle qui est derri@reelle de gauche, et

4 et 5 les faces du dessous et du dessus. Pourgeamme, appelons
i (0

c[K][i] la couleur donnée a la facalu cubek, la couleur portant un
numeéro de 0 a 3 (0O pour rouge, 1 pour vert, 2 fbewm et 3 pour
jaune). Cela donne par exemple :

c[0][0]=0; c[0][1]=2; c[0][2]=0; c[O][3]=3; c[O]¥]=3; c[O][5]=1;
c[1][01=2; c[1][1]=3; c[1][2]=2; c[1][3]=2; c[1]4]=2; c[1][5]=O;
c[2][0]=0; c[2][1]=1; c[2][2]=0; c[2][3]=3; c[2]4]=2; c[2][5]=3;
c[31[0]=3; c[3][1]=0; c[3][2]=1; c[3][3]=1; c[3]4]=2; c[3][5]=1;

Un cube étant maintenant colorié, il existe pluseangles de vue pour I'observer.
Autrement dit, combien existe-t-il de facons dgdser sur le sol ? On choisit d’abord
la face collée au sol (toujours numérotée 4), snitcas. A chaque fois, on peut le
tourner quatre fois de 90° autour d’'un axe vertiealec décalage cyclique des faces
verticales. On trouve ainsi 24 placements possittles cube. Avec les quatre cubes
empilés I'un sur l'autre, cela fait 24onfigurations. Mais chaque configuration se
trouve répétée quatre fois par rotation verticatesi 'on met I'empilage sens dessus
dessous cela fait deux configurations identiquessian peut donc se contenter de
placer le cube 0 de trois fagons différentes. Emant le nhombre de configurations
distinctes est 3 . 24 41 472,

Notons que ces configurations sont considérées eodistinctes en différenciant les
six faces du cube, comme si on les coloriait aveccsuleurs différentes. Mais en
tenant compte des quatre couleurs utilisées, negaile ces configurations vont étre
vues comme identiques. Par exemple, si un cubeoksié d’'une seule couleur, les 24
configurations se réduisent a une seule. Mais neugendrons pas compte de cela dans
le programme. Celui-ci va fabriquer les 41 472 dagas possibles, méme si certains
ont les mémes coloriages, et 'on ne gardera que dent les quatre facades ont
chacune les quatre couleurs présentes.

Commencons par construire les 24 positions de &aghe, en utilisant un tableau
c[K|[p][i] ou k est le numéro du cubp,sa position et le numéro d’'une face. Pour la
position initialep=0, on fait :

for(k=0;k<;k++) for(i=0;i<6;i++) cube[K][O][i]=C[K[l;

Outre la position initiale 0, les autres positicgssentielles sont la positiqr=8
obtenue en mettant comme face du bas (4) cell@taiti la face O initialement, et la
positionp=16 ou la face 4 est celle qui était la face Jdlément. On a aussi la position
p=4 obtenue en mettant a I'envers la position il@fee0 : la face 4 est celle qui était la
face 5, la face 5 est celle qui était la 4, tamplie les faces verticales 0 1 2 3 sont les
faces qui étaient 3 2 1 0. On fera de méme avpoddion 12 obtenue en mettant sens



dessus dessous la position 8, et avec la positibrer? retournant la position 16.
Commencons par la position 4 :

for(k=0:k<4:k++) for(i=0;i<4;i++) cube[Kk][4][i]=¢k][3-i];
for(k=0;k<4:k++) { cube[k][4][4]=c[K][5]; cube[K4][5]=c[k][4];}
Passons maintenant aux positions 8, 16 et lewarmegments 12 et 20 :

for(k=0;k<4;k++) {cube[k][8][4]=c[K][O]; cube[k]L6][4]=c[K][1];
cube[K][12][4]=c[K][0 cube[K][20][4]=c[K][1]; }
for(k=0;k<4;k++) {cube[K][8][5]=c[K][2]; cube[K]L6][5]=c[K][3];
cube[K][12][5]=c[K][2 cube[K][20][5]=c[K][3]; }
for(k=0;k<4;k++) {cube[K][8][0]=c[K][5]; cube[K]L6][0]=c[K][O];
cube([K][12][0]=c[K][3 cube[K][20][0]=c[K][4]; }
for(k=0;k<4;k++) {cube[k][8][1]=c[K][1]; cube[k]L6][1]=c[K][5];
cube[K][12][1]=c[K][4 cube[K][20][1]=c[K][2]; }
for(k=0;k<4;k++) {cube[K][8][2]=c[K][4]; cube[K]L6][2]=c[K][2];
cube[K][12][2]=c[K][1 cube[K][20][2]=c[K][5]; }
for(k=0;k<4;k++) {cube[K][8][3]=c[K][3]; cube[Kk]L6][3]=c[K][4];
cube[K][12][3]=c[K][5 cube[K][20][3]=c[K][O]; }

Il reste a faire tous les cas intermédiaires, spwadant aux rotations d’axe vertical.
A partir de la position 0, on construit les posiial, 2, 3, a partir de la position 4, on a
les positions 5, 6, 7, et ainsi de suite.

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++gube[K][p][j]=cube[K][O][(+p)%o4] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4;j<6;j++)cube[K][p][j]=cube[K][O][] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++yube[K][8+p][j]=cube[K][8][(j+p)%04] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4;j<6;j++)cube[k][8+p][j]=cube[K][8][] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++)
cube[K][16+p][j]=cube[K][16][(j+p)%o4]

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4;j<6;j++)cube[k][16+p][j]=cube[K][16][] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++)cube[k][4+p][j]=cube[K][4][(j+p)%4] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4;j<6;j++)cube[k][4+p][j]=cube[K][4][] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++)
cube[K][12+p][j]=cube[K][12][(j+p)%04] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4;j<6;j++)cube[k][12+p][j]=cube[K][12][]] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=0;j<4;j++)
cube[K][20+p][j]=cube[Kk][20][(j+p)%4] ;

for(k=0;k<4;k++) for(p=1;p<4;p++) for(j=4:j<6;j++)cube[k][20+p][j]=cube[K][20][i] ;

La boucle du programme

Pour traiter les 41 472 cas, on fait une boucle pbague cube. On commence par le
cube 0, avec ses trois configurations. Puis ondoles 24 configurations du cube 1. On
ne garde que celles qui donnent des faces de califéérentes sur chacune des quatre
colonnes de I'empilage, ce que fait la fonctdifferent01(). Pour les configurations
restantes, on ajoute le cube 2 avec ses 24 pasitien 'on ne garde que les
configurations donnant des couleurs différenteslassircolonnes, grace a la fonction



different012(). Avec les configurations restantes, on fait ivéair les 24 positions du
cube 3, et 'on garde celles qui sont valables gyr@da fonctiondifferent0123(). On
trouve ainsi les solutions du probléme.

for(p=0;p<24;p++) if (p%8==0)
for(pp=0;pp<24;pp++)
{if (different01()==1)
for(ppp=0;ppp<24;ppp++)
{if (different012()==1)
for(pppp=0; pppp<24; pppp++)
{if (different0123()==1)
{ printf("\n(%d %d %d %d) ",p,mmpP.PPPP);
for(col=0;col<4;col++)
{ printf(" "); printf("% %d %d %d",cube[0][p][col],
} cube[1][pp][col],cube[2][ppp][col],cube[3][mp][col]);

nbsolutions++;

}
}
}
}

Avec les fonctions correspondantes, qui ramenehOddl (ou 1) soit NON (0) :

int different01(void)
{ int colonne;
for(colonne=0; colonne<4; colonne++)
if (cube[1][pp][colonne]==cube[0][p][colonngieturn O;
return 1;

}
int different012(void)
{ int colonne;
for(colonne=0; colonne<4; colonne++)
if (cube[2][ppp][colonne]==cube[1][pp][coloeh
[| cube[2][ppp][colonne]==cube[0][p]loane] ) return O;
return 1;

}
int different0123(void)
{ int colonne;
for(colonne=0; colonne<4; colonne++)
if (cube[3][pppp][colonne]==cube[2][ppp][cotoe]
[| cube[3][pppp]l[colonne]==cube[1][fm]lonne]
|| cube[3][pppp][colonne]==cube[0][pfonne] ) return O;
return 1,

}

Dans I'exemple choisi, un des plus favorables embre de solutions, on trouve 28
solutions, mais certaines sont visuellement ideiesg méme si elles correspondant a



des positions différentes des cubes. On trouve-dessous ces solutis, chacune avec
son numéro, ainsi que les quatre numeéros des @usitdes cubes. Cette étt
expérimentale va nous conduire & une ébauche dee.

Ebauche théorique

A partir des quatre cubes coloriés, construisonsgaphe. Cee graphe poss:
guatre sommets correspondant aux quatre couleauggrO, vert 1, bleu 2, jaune 3).
considére ensuite les faces opposées de chaqugesocithes paires formées des face
et 2 (devant derriere), 1 et 3 (droit- gauche), 4 et 5 (dessouslessus). Pour chaq
paire avec ses deux couleurs des faces, on traean@te de jonction sur le grap
entre les deux couleurs concernées. Chaque culme danis arétes, que I'on mérote
avec le numéro du cube. Cela fait au total 12 sréb@mérotées avec les qua
numeros des cubes.

Dans I'exemple choisi, on a le graphe sui :

7 aud

Sur le dessin de droite défaut de numéros, les arétes du graphe portertoddssurs
différentes selon le cube conce. Par exemple le cube 0 a ses faces 0 et 2 rooges
deux, d’ou une boucle sur le sommet rouge du grapleeses faces 1 et bleue et
jaune, d’ou une aréte, et ses faces 4 et 5 jawmrtet avec une troisieme aré

Prenons maintenant une desutions du problemeSeules faces deviderriére, et
droitegauche jouent un rdleDessinons un premiegraphe (un sor-graphe du
précédent), celucorrespondant aux faces devant et derriere de llaggptrouvé. Or
trouve quate arétes avec leurs numéros de 0 a 3, et 'ontatengu’elles forment u
ensemble de cycles disjoints touchant les quatnenszis du grapt initial. On peut
méme orienter les arétes (en allant dans l'ordee fdees devant puis derriére) p
suivre chgue cycle dans un sens pré Puis faisons de méme en prenant le gr:
correspondant aux faces droite et gauche de I'agilOn trouve aussi un ensemble
cycles disjoints touchant les quatre sommets dphgraOn constate aussi que
premier et le duxiéme sot-graphe n’ont aucune aréte numérotée en commun.s€
comprend aussitét. Si les deux s-graphes avaient une méme aréte numérotée
signifierait que le méme cube aurait ses deux paleefaces deve-derriere et droite-
gauche confonduese qui est évidemment impossit



Reste a comprendre pourg, pour un couple de faces oppos@®s exemple deval
1 puis derriere, on a un ensemble de cycles disjo Imaginons que
I'on ait 'ensemble des deux cycles (0 1 3) (2) ainspds. En
suivant un cycl lorsqu’il n’est pas réduit a une bou, on s’apercoit
que la couleur de chaque face devant est aussulawr d’'une fac:
derriere pour un autre cube, et vice v, ce qui correspor a une
solution du problern, sous réserve que I'on s de méme avec
couple des faces dra-gauche.

@

o

On peut vérifier tout cela avec les 28 solutiond’eleemple choisi. Le programn
graphique correspondant découlu programme de calcul précédent, et nous r
donnons pas ici, vu sa longue

Toutes les solution:
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On remarque que de nombreuses solutionsen faitidentiques, notamment cell
qui ont les deux mémes factorisati, quelque soit I'ordre dans lequel on les chc
(cela revient a tourner I'empilage de 90°), et ggeé soit le sens des cycles
changement de sens revient a un retournement ées) Nous sommes maintenant
mesure d’élaborer la théorie du |

Approche théorique du problem:e
* On commence par tracer le graphe associé aux qudies coloriés chois

* On détermine tous les ensembles de cycles disjodatsuvrant le grapl (tous
les sommets sont atteir, avec les quatre numéros d'arétes pré. Cela
s’appelle une factorisation numérotée du gr. Dans I'exemple précédent,
trouve exactement six ensembles de ¢ disjoints numérotés couvra, au sens
pres d’orientation possible des ar:



* On prend toutes les paires dactorisations n’ayant aucune aréte numer
identique. Dans I'exemple choisi, on trouve 5 ploifigés :

Cela donne cinqg solutions distinctes du probl
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Conclusion

En choisissant des coloriages des cubes au hdagpdybabilité est faib d’avoir
une solution. On obtient exactement une solutiosgloil existe deux factorisatior
numeérotées sans aréte en commun. Comme dansdiassisjue suiva :

Il existe trois factorisations numérotées du graphas seule une paiparmi elles a
ses factorisations incompatibles (pas d’aréte natéércommune), d’ou une solut :

X X
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