Méthode de Newton-Héron et ses fractales

La méthode de Newton sert & trouver rapidementvdlesurs approchées des zéros d’'une fonction.
Elle doit autant & Newton qu’a ses contemporainshRan ou Simpson dans les années 1700. En fait,
linitiateur de la méthode est Héron d’Alexandrianfiées —150) et il existe peut-étre d'autres
précurseurs égyptiens ou babyloniens avant luindins pour trouver les zéros du polynorie- a,

c’est-a-dire pour obtenir une bonne approximatien«/(ﬁ. A l'origine, cette méthode s’applique aux

fonctions réelles a variable réelleL(R), mais elle peut s’étendre aux nombres complexesc de
belles fractales en prime.

1. Méthode des tangentes pour avoir la valeur approcteéd’une solution
d’'une équation dans R

Pour obtenir la valeur approchée d’'un nombre gelmoyen consiste a utiliser une équation dont ce

nombre est solution. Supposons par exemple quevkaiile connaitre une valeur approchée\&
avec un certain nombre de chiffres exacts derf&kérgule. C'est justement ce genre de problémie qu
fut traité par Héron d’Alexandrie.

Le nombre/2 est la solution positive de I'équatio — 2 = 0. C'est méme la seule solution sur

lintervalle [1 2]. Le nombre/2 est I'abscisse du point d’intersection de I'axe dest de la courbe
d’équation y= x* — 2 sur [1 2], qui est un morceau de parabolep@antf(x) = X* — 2, on est dans le
contexte ou la dérivée’(x) est positive ef ”(x) aussi sur [1 2]. Cela signifie que la fonctiont es
croissante, et que sa dérivée est aussi croissAimtsi. la pente de la tangente augmente quand
augmente, la courbe a une forme de cuvéiiare 1). On dit dans ce cas que la fonction est convexe.

On va construire une suite,] de points sur I'axe des qui vont s’approcher de/2 rapidement,
grace a ce que I'on appelle la méthode des tangiente

On part dayy= 2 (sur la figure 1 on est parti deyg 3 pour mieux voiy, puis on prend le point de la
courbe correspondant, de coordonnéags=(2, f(up)). A partir de ce point on trace la tangente a la
courbe. Cette tangente coupe I'axe demu;. Puis on recommence, en remontant verticalemeriasu
courbe, et en tragant la tangente qui va coupee kiesx enuy,, etc.

Comment passe-t-on dans le cas général, @au,.; ? La tangente a la courbe au point d'absaigse
passe par le pointi(, f(u, )) et a pour pente’(u,). Son équation esty: —f(u,) =f’(u,) (X —uy). On fait
f(u,)
f'(u,)

Y = 0 pour avoir I'absciss¥ = un.; du point d’intersection avec I'axe desd’ou Un; — Uy =—

Ou encore :
_. o Fup)
Unig = Uy '
f'(uy)

Dans le cas présent, cela donne

! Précisons que si Héron d’Alexandrie arrive exaeteina cette méme relation, ce n'est pas du toutibsant
des tangentes a une courbe. Le nomPee est le coté d’'un carré d'aire égale a 2. L'objeesit d’arriver a ce
carré. Pour cela on part d’'un rectangle de longugst de largeur 2 qui a aussi pour aire 2. Puis on remplage
par la moyenne arithmétique des deux cétés dungletrécédent, d’ou la nouvelle longuewr= (Uy + 2ug)/2 et
la nouvelle largeur 2{. Puis I'on recommence, saib = (u; + 241,)/2, etc., et les rectangles successifs obtenus
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Figure 1: Méthode des tangentes pour s’approcher rapidedecia racineJ/2 dex? — 2.
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La suite (1)) obéit a la relation de récurrenag,; =g (u, ) avec g(x) = E[x+_2j, et en condition
2 X

initiale uy = 2. On constate graphiquement que cette suiteetge versy2 trés rapidement.

A titre d’exercice faisons une étude théorique ettecsuite.

Exercice 1 : Etude de la relation de récurrence,; = u, - ACY) avec f(x) =x* -1

f(un)
1) Etudier la fonction g sur R*+.
Avecx > 0, la division 2 est toujours possiblg(x) existe bien pour tout> 0.
Passons aux limites :

» Lorsquex tend vers ¢, 2 /x tend vers 0g(X) = x / 2 tend vers &. Pour étudier cette branche
infinie, on constate qug(x) — (1/2)x = 2 / (%) qui tend vers 0+. Cela prouve que la droite d&igun y
= (1/2)x est une asymptote oblique pour la courbg,ds que la courbe est située au-dessus.

» Lorsquex tend vers 0+, 2 X tend vers ¢, etg(x) tend vers 4. La courbe admet 'axe dgs
comme asymptote verticale.

2. 1x?-2

_):__
x> 2 X

%2 — 2 = (x=/2)(x++/2) qui est du signe dex—+/2). D'oll les variations dg :

Cherchons la dérivéeg'(x) :%(1— . Elle est du signe de :

Sur ]O,x/i], la fonction décroit deos & /2, et sur [\/E +oo[ elle croit dev2 a+4o0.Ona partout
g = 2.

s'approchent rapidement de la forme carrée de ¢atéLa méthode des tangentes n’est qu’une visioifite
du méme probléme, avec la méme relation de réaaren



2) Etude de la suite fuavec y=2et 1 =9 ()

a) Montrer que pour tout x dans I’intervalle/[i , 2], ona0s g’'(x) s1/4.

On sait quey ’(\/E) = 0. Lorsquex augmente & partir de 1a/2* diminue, -2/ x* augmente, donc
la dérivée augmente. Avec(2) = 1/4, cela signifie que la dérivée va de /4 On a bien 8 g’(X) <

1/4.

b) Montrer que pour tout nﬁ <Su,s2.

Faisons un raisonnement par récurrence.
e La propriété est vraie au dépamy =2 <2 et= J2.
e Supposons la propriété vraie a un certain raeg montrons qu’elle reste vraie au rang 1 :

avec+/2 < u,< 2 par hypothése de récurrence getroissante sur[2 +e[ , on en déduit quey (~/2)
<g(uy) £9g(2) =3/2< 2, soit

\/E S un+1£ 2
c) Montrer queu, ,, —~/2 s%(un -J2) .
Plagons-nous sur l'intervalle= [/2 2], oli I'on a vu que & g’(x) < 1/4. D'ol

lo’(X)| < 1/4. Les nombres/2 etu, , comme on I'a vu, sont dahsOn est alors dans les conditions
de I'inégalité des accroissements finis :

la(u,)- g(\fZ)ls%1 [u, -J2 ou |un+1—\/§ ls%1 luy, -J2.Et commeu,, >/2 pour toutn, on peut
supprimer les barrestt,,, —~/2 < % U, -/2).

d) Montrer que un—ﬁg(%)n (Uo—\/i)- En déduire la convergence de la suite et indigser
limite.

Un —ﬁs%(un_l—\/a)

Unq —V2 < :11 (U2 —+/2)

Ul_\/ES%(Uo_\/E)

En multipliant membre & membre ce inégalités, ot ést positif, il se produit des simplifications e

n
cascade, et il resteu, —/2 < GJ (U -/2).
n
On a aussi I'encadreme®t< uy, —\/ESGJ (Ug —JE). Lorsquen tend vers l'infini, u, ~J2 est

n
pris en tenaille entre 0 et une quantité qui teei 0, d’olu, tend vers/2 . Le terme(lj (Ug -2)
4

indique que la convergence est relativement rajtdarn = 6, on a déjd < ug -J2< 0,0001¢%



e) Faire un diagramme en toile d’araignée pour obserkze vitesse de convergence que lais
présager la question précédente.

Le dessin du diagramme, a partir de la courbe denletiong, indique effectivement la vitesse

convergence de la suite ven@ (figure 2. Cette rapidité s’explique par le fait qu'au poi'rxte\/i , la
courbe deyadmet une tangente horizont?,

: ®
Figure 2: Diagramme en toile d’araignée associé la sulte ¢gieu,.1 = g (U,) a partir deuy = 2.

f) Nous allons montrer maintenant que la vitesse adw@gence est bien meilleure que ne le lai¢

3= (x=V2)°
2X

croire la question d)Pour cela, commencer par montrer que sv/2, 2],9(X) - puis

que g(x) -2 < J2)?. En déduire quiu, —\/§<( \/_ P 7w, —-v/2)? . Avec 4 = 2, quel est

i

le degré de précision du termegpar rapport av2 ?

2 - —
g(x)—\/_=%(x+—)2()—\/§=x +22X2\/_2X= & 2{(—25)32\/15 (x-v/2F puisquex> V2.

Revenons a la suite), avecu, = g(ux.1). On obtient cette suite d’'inégalités :
u,~v2< (= f)(u b1 —V2)

V2 (=) (U, —~2)

1 (2 JE)( h-2 ~V2)

u - ﬁ<(f)(uo -2y

Commencons par élever l'inégalité de la deuxiérgaelia la puissance 2, la troisieme ligné
puissance 4, la quatriéme a la puissance 8, eta.dernire ligne a la puissanc"’. Les inégalités sont
préservées puisque tout est positif. Puis en nhiaitipmembre a membre ces inégalités, ou tou
positif, il se produit des simplifications en cadeat il rest :

—\/E 1 )1+2+4+8+..+2'1(UO_\/§) SOItU —\/§<( \/—)2 _1(UO

S _[5\?
S(Z\/E J2)

2 Dans le cas ou le point, iR , est tel que la dérivée de la fonction en ce pesninulle, on dit qu'il est sug-
attracteur.



Prenons le termes. Grace a I'inégalité précédente il vérifie :

Ug -J2< (2—12)7 (2—\/_2)8, Soit Uy -/2<0,0000:. Apres trois itérations, on trouve déja une valeur

7

approchée de/2 avec au moins 4 chiffres exacts derriére la vagsbit 1,4142.

Ce que nous avons fait avec le polyndxie- 2 et sa racing2 , nous allons le généraliser a une
fonction réellef(x) en utilisant toujours la méthode des tangentesar@e nous I'avons vu, cela nous
amene a introduire ce que I'on appelle la fonctlerNewtonN associée § soit

N(X) = x— :((X)) puis a pratiquer la récurrenag; = N(u,) a partir deuo.
X

Remarquons qu’une solutiott de f(x) = 0 est aussi bien un point fixe 8k c’est-a-dire quec*
vérifie N(xX) = x.

Il reste a voir sous quelles conditions la suitg Ya converger vers une solutighde f(x) = 0.

2. Proprieté 1: Conditions fortes de convergence deal méthode de
Newton

Nous allons prendre des hypothéses fortes powss@sque la suitel) converge vers une racing
de I'équatiorf(x) = 0, ce qui sous-entend gxreexiste.

Placons-nous dans= [x*, b] avech > x*, intervalle sur lequel la fonctioffx) est supposée deux fois
dérivable, avec plus préciséméntx*) > 0 et d'autre part ’( x) > 0 pour touk surl, ce qui signifie que
la fonction est convexé.

Cela entraine que la dérivéeest croissante et reste positive sull s’ensuit que la fonction f est
aussi croissante et positive sut,]b] et que la fonction de Newton associéx) est bien définie
(puisquef '(X) £ 0) et dérivable sur.

f(X)
f1(x)

Comme N(X) = x—
sur x*, bl.

Appliquons maintenant I'égalité de Taylor-Lagrarjgequ’au second ordre, sur Cela veut dire
gu’il existe un nombre sur *, b[ tel que I'on ait :

avecf(x) > 0 etf '(x) > 0, on en déduit gue(x) < x surl et mémeN(x) < x

fx) — f(x) = (¢ - %) £°(X) + (¢ — X)*F () / 2 surl. On en déduit que :

NG =5 = X—x* — f(x) /(%) = (x=x%) £(x) —f(x)) /1 F(x) = 0t = x)2F () / (21 (%)
Commef”(c) > 0,N(x) —x* > 0 surl, et mémeN(x) —x* > 0 sur k*, b].

Finalementc < N(x) <x sur ), b]. *

Prenonay, dans ¥*, b]. Alors N(ug) = u; est aussi dans®, b], et par récurrence évidentg,est dans
1x*, b]. On en déduit queug) est minorée pax*, et commeN(x) < x sur ce méme intervalle, onug; <

% |l existe d'autres cas de figure qui reviennentra@me, par exemple’(x*) < 0 etf ” < 0 sur | (cas
symétrique par rapport@x du cas étudié). Ou encore sur l'intervaliex¥] avecb < x*, f'(x*) <0 etf” > 0 (cas
symeétrique par rapport@y du cas étudi€), ainsi que le cas symétrique pgmora aOx : f’(x*) > 0 etf " < 0.

*Siron prendx = x*, on retrouve le point fixe* avecN(x*) = x*. La suite (1,) démarrant ex* est constante.



Un, la suite est décroissargeméme strictemel Décroissante et minorée, la suite converge, atstel
est un point fixe, donc c’ext.

Pour constater la vitesse de convergence, preeamgximum de ” sur |, soitM et le minimum de
f’ soit f'(x*). L’égalité précédentN(x) —x* = (x* — X)>f "(c) / (2f(x) devient :

M
2f '(x*)
I'exercice l(question ¥ on trouve :

N(x)—x* < (x— >§2 de la formeN(x) — x* < K (x* — x)°>. En procédant comme da

u, - <K' y-%7?
Exemples:

« f(x) =x* —a aveca > 0, et sa racine positivx* = Ja. Nous avons traité le cas a = 2 dans
I'exercice 1. Dans le cas général on peut se pldaes I'intervallel = [\/5, a + 1]. Pourquoi chaisir |
bornea + 1? Parce que I'on a toujoua + 1 > Ja comme on peut le vérifier en étudiant la fonci
h(x) =x— Jx + 1. La fonctiorf surl obéit aux conditions imposeées, et la suitg ¢onverge rapideme

vers \/5 .

+ f(X) = polynébme de degméau moins égal a 2, sous réservalqadmette au moins une rac. S'il
existe plusieurs racines, on prend la plus grex*. On sait quela fonction polynémialeadmet une
branche parabolique lorsgudend vers . Dans ces conditions, si la racixtese trouve dans la zot
ou la courbe a une forme parabolique, on est damsdnditions imposées, et en partanug > x*, la
méthode de Newton assure la convere rapide verg*. Il en est de méme pola racine la plus petil

Par exemple, prenon§x) = 0,05x° + 0,1x* — 0,8 — 1,8x%* + 0,5. Le tracé de la courl
représentative indique la présence de 5 racinesdéex racines extrémes sont rapidement obtenu
la méthode de Newton, la plusagde en partant d& supérieur a elle, la plus petite en partanu,
inférieur & elle figure 3. Remarquons aussi que la courbe nous indique glagltes zones choisir i
valeurs initialeal, pour trouver des valeurs approchées des racinmgnétaires

Figure 3: Courbe correspondant & un polme de degré 5, avec ses deux racines extrémess
rouges)acilement obtenues grace a la méthode de Ne

Mais il peut exister des hypothéses moins forteisngus assurent que la méthode de Neu
fonctionne, sauf qu'il convient alors de prenwu, suffisamment proche de la racix*, sans que la
théorie nous indique ou exacterr. C'est I'objet de la propriété suivante.



3. Propriété 2 : Conditions de convergence pou, suffisamment proche
de la racinex*

Voici les contraintes qui rendent viable la méthddeNewton, a condition d’étre placé suffisamment
prés de la racing* :

Soit une fonctiori

» deux fois dérivable sur un intervalle [a, b],

» avecf” continue surl,

e avec un zéra* def situé dansg, by,

» etaved'(x*) #0.

Alors pour un nombrel, suffisamment proche de, la suite obéissant a la relation de récurrence
f (u,)

=u converge verg*.
n+1l n
f(u,)

Démonstration: Sans perte de généralité, on peut supposef '§x > 0. Puisqud " existe, f’ est
continue sut. Grace a cette continuité flé autour dex*, il existe forcément un intervallé centré sur
x* et inclus dand, soit J = [x* — ¢, X* + ¢], ou f’ reste positive, et ou la dérivée seconde qui est
continue est aussi bornéé ”||<M .

Sur cet intervallel la fonctionf est alors strictement croissante. Et confime O sur J, la fonction

de NewtonN(x) = x— 1) existe sur, la division étant toujours possible.

f(x)

f) __f(+(x* -3 (3
(%) (%)

Cela nous invite a appliquer I'inégalité de Taylagrange, entr&* et x dansJ ouf a ses dérivées
premiere et seconde continuesf &t K M. Cela s’écrit :

Avecx dans], on aN(X)— X = x— X -

[ fOxX*) = f(X—(x*=x% F( X]| s@ Mavec dans le cas présépxt) = 0. Alors :

_ (x*=%?
ING= x| <= 0 M

En appelaninla valeur minimale dé’(x), on obtient :
IN(X)- x*lszﬂ(x*—az, Soit [N (X)— x| < K(x* - 32 < Ke?
m

Quitte & réduire I'intervallg, faisons en sorte que< 1 /K (ouK < 1 /¢). Finalement :
IN(X)— X*| <& et N(X) appartient &.

Avec U, dansJ, on a aussil; = N(up) dansJ, et par récurrence évidenigappartient & pour toutn.
Cela prouve que la suite,J existe. D’autre part, on a vu qiibl () — x| < K(x* - 32, soit :

lu, = x*| < K (u,_, — ¥)2. On en déduit, comme on I'a déja fait précédemrteinexercice ).:

U =% < KX (= %) ?

lu, = x*| < (K(w, — X*))Z"/ K<( Ke) 2’| K, avecK ¢ < 1 comme on l'a supposé. Pris en tenaille
entre O et une quantité qui tend vers O pounfini, |u, — x*| tend vers O eti, tend versc*.

® Jai repris la démonstration donnée dans F. Beyglansnéthode de Newtasur Internet.



4. Exemples et contreexemple: dans R

Que l'on soit ou pas danes conditions de la propri¢ 2 précédente, lforme de la courbe
représentative deindique en général si la méthode de Nevpeut s’appliquepu pas, et ou prenduy
pour qu’elle convienne.

« f(x) =xP avecp entier supérieur a 1. On a la racinedentex* = 0 ou la dérivée est nulle. On n’¢
pas dans les conditions du théor 2 précédent, mais la méthode de Newton foncti quand méme
sous réserve que I'on parte dedifférent de 0, c’e-a-dire dandk*, ou si I'on préfére danR*+, le cas
R*- s’en déduisant a cause de la symétrie présentéla paurbe dd. En effet la fonction de Newtc
associée edt(x) =x —x*/ (p x"*) = (1 — 1p) x = g x avecq strictement entre 0 el puisquep > 1. La
suiteu, est géomeétrique de raisqg. En partant de, quelconque danR*+, la suite converge vers 0,
de méme pouy, < 0. Commead suite converge vex* = 0 quel que soitip # 0, cn dit quex* a pour
bassin d’'attractioiR*.

« f(X)=+x+1-1 prise sulR+. Pour la solution évidente = 0, la dérivée est non nulle mex*
n'est pas a l'intérieur d’'un intervall de R+. Les conditions de la propriétépPécédente ne sont [
réunies, et 'on constateffectivemenique la méthode de Newton ne fonctionne pas. Celmiseout
simplement car en partant dgdansR+, la tangente & la courbe en ce point coupe tosijtaxe desx
en dehors d&+ (figure 4 a gauck).

+ f(x)=.|x|+1-1 prise surR. On a la solution évidente* = 0, mais la fonction n’est p:

dérivable en 0. On n'est pdans les conditions de la propriél, mais on constate que la méthode
Newton fonctionne, la suitaf) convergeant vers 0 en oscillant autour, & pddiu, quelconque dans
R* (figure 4 a droitg.

|y Vi .

i (0] 1 ug u] ufo ‘w2 up

Figure 4: A gauchela méthode de Newton ne mar pas poulf (x)=+/x+1-1. A droite la
méthode fonctionne poudn(x) =/ | x|+1- 1.

« f(x) = (x— 2F + 2. La courbe df présente un point d’inflexion en= 2 et elle coupe I'axe dex
en un point unique®* ou la dérivéef ' (x*) est > 0. Sur l'intervalle ] s, 2[, la fonction est concay
(f” <0). Grace a la propriété 1 précédente, laes(u,) avecu, < x* converge verx*. On constate aussi
gu'avecu, dans Jx*, 2 [, u; se retrouve dans la zc ] —o, 2|, et la convergence a lieu aussi. Mais si
prendug = 2, la tangente au point d’inflexion est horizdetaetu, n'existe pasll en est de méme po
tous les antécédents de 2 par la fonction de NeN. Notamment si I'on prend, = 3, on tombe su;
= 2, et la suite n'existe pas. A son tour, le pu tel queu; = 3 bloque la suite u, = 2. Il en est ainsi
pour toudes transformés de 2 pN™. Mais on peut observer qu’a part cette infinitépdents, toutes le
autres valeurs d& dansR donnent une suite convergeant \x* (figure 5.
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0 1 2 3

Figure 5: Courbe d’équatioty = (x — 2)° + 2 coupaniOx en un point unique*. La méthode de
Newton fonctionne a partir de toutes les valeursu, de R sauf pour 2 ainsi que ses antécéde
notamment 3.

« f(x) =x3 — 4x* + 2x — 2. On constate (on peut aussi le pro!) que la fonction admet del

extrema et qu’elle a un zéro unicx* (figure 6. Sa fonction de Newton associée
2x3 —4x% + 2

N()() =——

3xX°—8x+ 2

On observe aussi que la suiu,) converge vers* pour des valeurs initiales, occupant de facon

dense I'axeOx. Mais déja, pour les deux extrema de la fonctibteous poux = (4 i\/f)) /3, ou la
tangente est horizontale, ainsi que pour leurscadgnts paN, la suite (I,) démarrant en I'un de ¢
points n’est pas définie. Piresi I'on a la malencontreuse idée de démarreu,= 0 ou 1, on constate
gue la suite ne cesse d'évoluer e 0 et 1, sans jamais converger wersCela signifie que la fonctio
de NewtonN n’'a pas seulement un point fixe, mais aussi unecyidle de point: Cet évenement,
finalement assez peu conséquent dans le cas psdsamtles nombres réels, va jouer 6le bien plus
important dans le cas ou nous allons utiliser deshres complexe

Figure 6: Courbe de la fonctiof(x) = x* — 4X* + 2x — 2.0n constate que sous |'effet de la foncl
de Newton associée ;-6 1 — 0— 1 —... La fonctionN admet, outre son point fixe, un cycle fixe
deux points O et 1.

5. Méthode de Newtondans le cadre des nombres complex

Considérons une fonctid(z) avecz complexe, et associohsi-la transformation de Newt

N(2 = z- :((Z)) , et la suite ) telle quez,.; = N(z,) & partir dezy donné.
z

Parmi les fonction§z), nous allons privilégier les polyn6mes de degrélepnquen, sachant qu’ils
admettentn racines complexe<On appelle bassin d’attraction d’'une raciid’ensemble des poin
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d’'affixe z,tels que la suitezf) converge vers elle. Notre objectif est de cololés points g du plan
complexe selon le bassin d’attraction de la raciomplexe dans lequel ils se trouvent. Le cas des
polynémes de degré 2 va s’avérer différent de adaipolynémes de degré supérieur a 2.

5.1. Transformation de Newton associée a un polynéme diecond degré

Nous commengons par traiter deux cas particuliarples, sous forme d’exercices, avant de
généraliser.

Exercice 2 : Etude de la transformation de Newtossaciée au polyndmé z 1
ZZ+1_7-1_1 _1)
2z '

La transformation associéeat+ 1 estN(2) = z-

1) Déterminer ses points fixes et vérifier qu'ils satttacteurs.

lls vérifient N(2) = z, soitz = #i et I'on retrouve les zéros d& + 1. AvecN'(2) =%(1+i2), on
z

constate quél'( i) = 0. Les points fixes sont attracteurs et méupesattracteurs.
2) Etude expérimentale de la récurrengg, = N( z,) a partir d'un nombre gquelconque.

a) Déterminer les bassins d'attraction des deux pdiness. Que se passe-t-il giest réel Quel est
I'ensemble de Julia-Fatolde la fonction N ?

Le tracé de quelques trajectoires indique qu’ilgoavergence rapide vers les points d'affixa —i
(figure 7 a gauche On constate aussi que les bassins d’attractasndgux points sont le demi-plan
strictement au-dessus @x et le demi-plan strictement au-dessdigufe 7 a droit@, et que si I'on part
de 7, réel non nul, la fonctiohl n’étant pas définie en®a trajectoire occupe de fagon dense I'éxe
en le parcourant de fagon erratique.

L'axe desx constitue la fermeture de I'ensemble des poingeusseurs d&l. Il s’agit donc de
'ensemble de Julia-Fatou d¢ Plus précisément cet ensemble de Julia-Fatoliagst desx, c’est-a-
dire 'ensemble des nombres réBlsavec le pointo en plus, en définissahtsurC O oo (cf. note 7.

® Rappelons qu’un point fixe est attracteur si llevrabsolue de la dérivée en ce point est infézi@ul. Et
dans le cas limite ou elle vaut 0, le point est m&uomper-attracteur.

" Au début du 20é siécle, G. Julia et P. Fatou thtés pionniers dans I'étude de la dynamiquetitérales
polynémes et des fonctions rationnelles complexes.

8 Si I'on adjoint & I'ensemble des nombres comple2ds nombrex, on a alorsN(0) =« et N(x) = . La
fonctionN est alors définie su€ [« et a ses transformés dabid ] . Ce « point »o peut étre considéré comme
formé des points qui sont au-dela d'un cercle éeatrO et de rayon infiniment grand. Des que le modulend’u

nombre complexe tend vers l'infini, quelle que daitlirection dans laquelle cela se produit, ce mr@ntend vers
o0,
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Figure 7: A gauchetracé de deux trajectoires, I'une a partir dinp¢- 1,7, 0,1) convergeant vei
(0, 1), 'autre a partir du point (2,— 0,5) convergeant versi:-les points successifs étant joints par
segmentsA droite les deux bassins d’attractioni en rouge et +en vert.

Programme donnant les bassins d’attra: :

i.A=0.;i.B=1.; /* nombrei*/
for(xe=100;xe<700;xe++) for(ye=100;ye<500;ye /* parcours d'un rectangle sur I'écran
{ x=(double)(xexorig)/zoom; y=(double)(yori-ye)/zoom;/* conversion en coordonnées calcu
z.A=x;z.B=y; /[* nombre complexe, initial */
for(j=1;j<15;j++)/* 15 itérations *
{N=MULT(z,2); N=SOUSTR(N,un’ D=MULTreel(2.,2);
z=MULT(N,INV(D));
if (MODULE2(SOUSTR(z,i)) <0.01) {putpixel(xe,ye,mred[j]); break;]
else if (MODULE2(ADD(z,i)) <0.01) {putpixel(xe,yeplorgreen(j]); break;
}
}

b) Inverser lafonction N, ce qui donne un systéme F de deuxiémsctEn faisant agir de facgc
répétée ce systeme, par exemple & partir d’'un pditierminer son attracteur, et faire le lien ave:
guestion précédente.

A partir dez = %(z—}) , cherchonz en fonction dez, ce qui donnez= z++/ 2°+1. On obtient un
z

systéme de deux fonctions. En faisant agir de faépéée ces deux fonctions a pe d'un point
guelconque, on constate expérimentalement queacadtur obtenu e formé de I'axeOx ainsi que des
points allant a I'infini figure 8. Il est normal de retrouver, cette -ci comme attracteur, 'ensemble
Julia-Fatou de la fonctioN.

Figure 8: En partant du point (1, 2) en noir, et en prense$ deux transfoiés, puis en
recommencant avec ces deux points, etc., on cerggpads une quinzaine d’itérations, qu'une pag
points part a l'infini, tandis que les autres vienhse coller sur I'axe dex (les points transformés
chaque étape sont en rouge).
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Programme :

[* programme principal */

un.A=1.;un.B=0,;

z.A=1.; z.B=2,; filldisc(xorig+zoom*RE(z),yorig-zao*IM(z),5,black);
traj(z,18);

/* fonction traj( ), qui transforme un point en depoints, de facon récursive */
void traj(struct complexe z, int n)
{ struct complexe z1,z2;
if (n>0)
{filldisc(xorig+zoom*RE(z),yorig-zoom*IM(z),3ed);
z1=ADD(z,RAC(ADD(MULT(z,2),un)));
z2=SOUSTR(z,RAC(ADD(MULT(z,z),un)));
line(xorig+zoom*RE(z),yorig-zoom*IM(z), x@+zoom*RE(z1),yorig-zoom*IM(z1),grey);
line(xorig+zoom*RE(z),yorig-zoom*IM(z), x@+zoom*RE(z2),yorig-zoom*IM(z2),grey);
traj(z1,n-1); traj(z2,n-1);
}
}

3) Etude théorique

a) Considérons la fonction homographique h faisantspasle z a z’ par' =%, qui envoie
Z+ 1

notamment —i emo et en 1. Montrer qu’elle envoie I'axe des nhombredsré&eir le cercle unité de
centre O.

En modules, on ehz'|=|—|. AppelonsA le point d’affixei, B celui d’affixe —i, M celui dez etM’

z—i
|z+i]

celui deZ. L’égalité précédente devie@M = MA / MB. En prenant réel, cela signifieMA = MB,
d’'ou OM' = 1. On passe bien de I'ax@x au cercle unité. D’autre part, §i est dans le demi-plan au-
dessus d®©x, MA < MB, d'ou OM' < 1. Ce demi-plan est envoyé sur le disque umitd,autre demi-

plan est envoyé a I'extérieur du disqfigure 9.

LN

Figure 9: Action de la fonction homographigtesur les points du plan.

b) Prendre un point M d’affixe z et son transformé (1) par N. Puis prendre les transformés P et
P’ de M et M’ par h, d'affixes Z et Z'. Détermingren fonction de Z.

On aZ = N(2), ainsi queZ = h(2) etZ = h(Z), d'ou :
Z=hZ)=hN@ =hNHh (2. Avec Z =Z—:, on trouve en inversahtz = —iz—+1
z+i

Z%2+1
z% -1

iZ+1
Z-1

zoW- z=ht(@=- OM- 2 =N@) = %(zl—zi)z—i OM. Z=hZ) =2
1
en faisant les calculs.

Sous l'effet deh, I'action répétée de la fonctidthdevient I'action répétée d& *°

° En toute rigueur, il conviendrait d'ajouter le piio, avec pouZ = 1,z = o, h étant alors une bijection de
C [ oo sur lui-méme, tout commte’.,
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¢) En déduire que les bassins d'attraction de i etseus I'effet de la fonction N forment les deux
demi-plans séparés par I'axe des x.

On est censé connaitre la dynamiquezdeSous I'effet de cette fonction, tout point exdéri au
cercle unité a une trajectoire qui part a l'infiat,tout point intérieur a sa trajectoire qui tesals 0. Il
suffit pour cela de voir comment évoluent les medutles points successifs. On trouve ainsi deux
bassins d’attraction, I'extérieur du cercle et Buérieur. Grace ad), et en faisant aghr*, on en déduit
que les bassins d’attraction det - ** pour la fonctiorN sont les deux demi-plans de part et d’autre de
Ox. On sait aussi que sur le cercle unité, ensemeldulia-Fatou associé a la fonctigh celle-ci
provoque un mouvement erratique sur le cercle gpeises arguments doublent a chaque étape. llten es
de méme sur I'ax®x sous l'effet deN.

Exercice 3 : Transformation de Héron associée auy@me Z — 1

Vérifier que la transformation de Newton-Héron Nfssociée &’z 1 est%(z+£) . En s’aidant de
z

I'exercice précédent, montrer que les bassins miation des deux racines 1 de Z — 1, qui sont aussi
les deux points fixes de N(z), sont les deux demssépareés par I'axe des y.

Z?-1_7+1_1 J)
5 z+—).

Introduisons la fonction homographigiéelle quez' :%qui envoie 1 en 0, -1 enetwo en 1.
z

On vérifie aisément qu’elle transforme I'axe ge@vecw en plus) en le cercle unité de centrell
suffit pour cela d'utiliser les modules comme d#esercice précédent. Prenons un pdihtz) et son
transforméV’ (Z) par N, soitZ = N(2), puis leurs correspondants asoitP (2) etP’ (Z) avecZ = h(2)
etZ = h(z). On trouve qu&Z = h* N h (Z) = Z2. Connaissant la dynamique @& avec ses deux points
fixes 0 eteo ayant pour bassins d'attraction respectifs le ubsgnité et son complémentaire, on en
déduit que les bassins d'attraction de 1 et — 1t &5 deux demi-plans séparés par l'axe des
L'ensemble des points repousseursNiest dense sudy, et I'axe desy (avecw en plus) constitue
'ensemble de Julia de la fonctidhh Cela se vérifie expérimentalement, avec le rasabnné sur la
figure 1Q Si I'on part d’un point su®y, ses transformés successifs parcourent I'axe@faehaotique,
sauf cas exceptionnel comme la trajectoiré de— 0 — o0 — 0 — ...

Figure 10: En rouge et vert, les deux bassins d’attraafierd et — 1.

2 0On dit que la fonctiof(z) = Z est la conjuguée d¥(z) par le biais de la fonction homographidy@) (aussi
appelée transformation de Mébius).

™ On peut d'ailleurs vérifier que les points fixasNletZ se correspondent phy puisquen(i) = 0 eth(—i) = oo.
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Les deux exercices précédents peuvent se génér&id®n prend un polynéme de la forme—a,

aveca nombre complexe donné, ayant deux racines corr\sptea‘@ , leurs bassins d'attraction sont les
deux demi-plans séparés par la médiatficks segment joignant les deux points raciffigsiie 11). Par
analogie avec le raisonnement précédent, il sdffit faire intervenir la fonction homographique

z-/a

h(z2) = 2 Celle-ci transforme la médiatrigeen cercle unité, et 'on a encdiéN h (2) = Z%.
z

Va

Figure 11: Un exemple ol les deux racinesAe- a sont en bleu, et leurs bassins d’attraction en
rouge et en vert.

Prenons enfin le cas général d’un polyndme du skdegré de la form# +a z+ b. On sait, grace a
la décomposition canonique de ce polynéme, quétst sous la formez(+ a/2)* — A. Ainsi il devient
Z® — A en posaniZ = z + a/2. On est ainsi ramené au cas précédent en paatiqmne translation
supplémentaire de vecteaf2, et I'on trouve encore les deux bassins d'ditvacen forme de demi-
plans séparés par la médiatrice du segment joidesudieux racines.

Jusqu’ici tout va bien, et I'on pourrait imaginaren prenant des polynémes de degré supérieur a 2
on aurait encore un dispositif analogue. Par exengmurZ’ — 1, avec ses trois racines Jj?, on aurait
trois bassins d’attraction formant trois secteungudaires autour d®, comme indiqué sur lgure 12
Mais on va voir qu’il n’en est rien.

Figure 12: Ce que I'on penserait pouvoir étre les bassisredction des trois racines dé— 1.

5.2.Cas des polynémes de degré 3

Considérons le polynoni€z) = Z — 1 dont la transformation de Newton associée est
27 +1
32
Vérifions d’abord que les trois bassins d’attrastite 1, j° se déduisent de I'un d’eux par rotations
autour deO d’angles 2/3 et 4/3.

N(2) =
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Pour cela prenons un point dans le bassin d’attraction de 1 par exemple. $effst de N, il
3

277 +1

3z°

devient z';, = . Puis prenong, se déduisant de par rotation de 23, soitz, = z. Il est

3+ 3+
transformé palN en z', = 2%, 5 1= 22.12 21
3z, 31°z

converge vers 1, alors celle gese déduit de celle dg par rotation de 23 et converge donc veysOn
ferait de méme avec la trajectoire d’un pait j° z qui converge verg.

= jz',. Si la trajectoire dey sous l'effet répété dél

Maintenant faisons le programme qui dessine lés brassins d'attraction. On obtient le résultatade
figure 13 trés différent de celui de fgure 12 On constate notamment que la trajectoire d’umtpoe
converge pas forcément vers la racine la plus groehce point.

s — i
Figure 13: A gaucheles trois bassins d’attraction dejl1j* en rouge, vert et bled droite on fait
ressortir la vitesse de convergence vers les poists. Plus un point est foncé, plus sa trajeetoir
converge rapidement vers la racine corresponddraecourbe frontiere (en blanc) des bassins
d’attraction est la courbe de Julia-Fatou de ladi@mation de NewtoN.

Pourquoi le passage d'un polyndbme de degré 2 aolyngme de degré 3 provoque-t-il un tel
changement #

Pour cela considérons la frontiere séparant lesitmsl’attraction, ce qui était une droite pour le
second degré, et qui apparait comme une courb&neinent complexe pour le degré 3. On l'appelle la
courbeJ de Julia-Fatou du polynéme concerné, et tous st fixes repousseurs de la fonctinn
I'occupent de facon dense, ce qui s’exprime enmndligae cette courbe est I'adhérence de I'ensendsde d
points repousseurs. Elle reste invariante soutet'deN, et aussi sous I'effet de la fonction invehsé

Prenons le pointe. Montrons qu'il s’agit d'un point fixe, c’est-a+@i queN(2) tend vers l'infinico
lorsquez tend verso. Cela équivaut au fait qud(1/2) tend verso lorsquez tend vers 0, ou encore que
1 /N(1/2) tend vers 0 lorsquetend vers 0. ON(1/2) = (Z + 2) / (32), et 1 IN(1/2) = 3z/ (2 +2°) qui
tend bien vers 0 lorsquetend vers 0. On a bid¥(w) = .

FlN—(m: _2+_1 S—2+ 1 S—C
| z| 3 3% 3 31zf 4

dés quez dépasse quelques unités. On en déduit qu'a plrtis avec un module suffisamment grand

o N(z
Le point fixec est repousseur. En effet, en modulles(—)
z

12 yai utilisé la démonstration donnée dans [HOG1992
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[ul < (3/4) bn4l, la suite U,| est décroissante, le poisit est donc repousseur. Ainsi le point fixe
repousseut appartient a la courbe de Julia-Fafou

Prenons maintenant la trajectoire de 0 sous I'efédtl : 0 — o0 — co— ... Comme antécédent d’'un
point deJ, O est aussi darks

Pour ce poinO situé sur la frontiere des bassins d’attractionpatit voisinage autour de ce point
empiéte forcément sur un bassin d'attraction. Ginadars, en faisant des rotations autouiQid’'angles
2n/3 et &/3, que les deux autres bassins d’attraction sasdialans ce méme voisinage. Au voisinage
de O, les trois bassins forment des secteurs angulagjuéd’entourent. Prenons enfin un point
guelconque sur la courbe de Julia-Fatou. Sachamtcelle-ci est parcourue de facon dense par les
inversesN™ (0) a partir du point O qui est sur elle, il ezigiarmi les points de cette trajectoire inverse un
pointz, aussi prés que I'on veut desoitz, = N*(0) ouN“(z5) = 0. Comme les trois bassins sont présents
dans un voisinage de 0, il en est de méme dansiaimage de g et aussi de.** Cela explique la forme
fractale des frontiéres des bassins d'attractibdew aspect entrelacéa la différence de la droite
obtenue pour les polynbmes de degré 2 qui étaftolatiecre de deux bassins seulement. Avec un
polynéme du troisiéme degré, si un point est sdirdatiére de deux bassins d’attraction, il estsasar
la frontiere avec le troisieme.

Dans le cas oii(Z) = Z — 1, on observe que les trois bassins d’attraaticcupent tout le plan
complexe. Il en est de méme pour de nombreux palgsdcomplexes, comme on va le constater par

exemple dans &xercice 4Mais il n’en est pas toujours ainsi, comme omdea dans lesxercices 5 et
6.

Exercice 4 : Bassins d’attraction d’un polynéme Gy degré

Considérons le polynéme f(z) £z z°) (Z — 2°) (Z — z°) qui admet 6 racines complexes,: , z
et leurs opposés, en prenant par exemptelz+ 3i, z=5+ietz =3 - 2i.

1) Développer ce polynéme, qui va s’écrire f(z)’=2A 72+ B Z - C.
Onconstate qua=z+2+2,B=22+22+22,C=2 2 2.

2) Déterminer la transformation de Newton N(z) assoéid(z).

Z-AZ+BZ- C 5 2-5 A~ BZ

N(2) = z- -
( 62° -4AZ+ 2Bz 62-4A%+ 2Bz

3) Faire le programme permettant le tracé des six inasd'attraction des racines.

Le résultat est donné surflgure 14

3 La fonctionN* est différentiable (on dit aussi qu'elle est atiglye ou holomorphe) em, avecN*(z) =
N'(z) N(z) ... N(zv), z, 2, ..., Zy1 étant les successeurs zie On constate aussi qiN’(z) # O car avec
N'(2) = 2@ - 1) / 32, cette dérivée n'est nulle que pour les troisnes dez’ — 1. Dans ces conditiom réalise
une bijection entre un voisinage dget un voisinage de 0, et la fonctidi* est aussi différentiable sur un
voisinage de 0.

14 Cette forme fractale entrelacée est étudiée dé8$989].
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Figure 14: Les six bassins d'attraction.
Exercice 5 : Bassins d’attraction et zones de namneergence

Considérons le polynéme p(z) = (z — 1) (z + 1) @1 avech réel positif ou nul, dont les trois
racines sont les deux nombres réels 1 et — 1, gimsile nombre complexd i correspondant au point
(0,1). Les trois points racines forment un trianglecée®

1) Faire le programme permettant de dessiner les thaissins d’attraction pour des valeurs de a
allant de 0 a 3. Observer la présence fugace dzoe de non convergence pour certaines valeurs de
A.

Pour A =0, avec les trois points racines alignés, lestiéres des bassins d’attraction ont une forme
d’hyperbole, avec des protubérances supplémentéffigege 15. Lorsque A augmente, le bassin
d’attraction de la racinei A présente un canal qui se resserre progressiveméet les deux autres
bassins d’attraction. Pout= 1,732, le triangle des racines forme un triargjeilatéral et I'on retrouve
un dessin analogue & celui defilgure 13 Cette valeur del correspond a la disparition du canal
intermédiaire. Au-dela les bassins continuent datgélacer. Mais aux alentours de= 2,4, on assiste a
la formation de petites zones dont les points my@aent pas vers I'une des trois racines. Notamgs g
ces zones sont en nombre infini, se répétant @guhient dans les rubans des bassins d’attractada. C
signifie que la fonction de Newton n’a pas seuleimeois points fixes, mais aussi un cycle attracteu
fixe de deux points (ou plus), auquel cas la ttajee des points qui en sont trés proches finit pas
osciller sur ce cycle. Nous avions déja rencorgrérobléeme dans le cas de la méthode de Newton avec
des fonctions réelles a variable réelle.

2) Faire un grossissement du dessin pour les valeersi dou apparaissent des zones de non-
convergence, en privilégiant celle qui est centsée le centre de gravité du triangle des racines.
Qu’'observe-t-on ?

En se positionnant autour de 2,4 pouret en grossissant le dessin, on s’apercoit qaeria de non
convergence vers les racines évolue comme I'ensemdvhpli de Julia-Fatou classique lorsque son
paramétrec est réel. Comme forme particuliere, on retrouveammnent le cerclec(= 0), la fractale

1511 s’agit d’un exercice qui se trouve dans [BARSR8
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classique correspondantca= — 1, et d’autres bien connudigre 16. En raffinant, on constate que
I'apparition de cette zone est brutdigre 17).

Figure 15: Evolution des bassins d’attraction podirallant de 0 a 3, en rouge et vert pour 1 et —
en bleu pour la racine (@,). A noter la présence de petites zones blanche¢esdessin en bas a
gauche, ce qui correspond a des points ne convergasa vers I'une des trois racines.
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Figure 16: Evolution de la forme fractale padiallant de 2,397 & 2,412. On retrouve des fractiges
Julia-Fatou classiques.

Figure 17: Apparition brutale de la zone de non-convergearas les trois racines, en noir, polis
2,3934, puis 2,3935, et 2,3936.

Exercice 6 : Ensemble de Mandelbrot de la transfation de Newton, et fractales de
Julia associées

Nous reprenons ici les travaux de S.N. Miller [MQO5], qui a montré que tout polynéme cubique
ayant au moins deux racines distinctes peut se nmamepar conjugaison via une fonction
homographique, au polynéme :

f(2=(z-1)(z- 9( 2 & ou a est un nombre complexe, avec la transformationNeeton
associée :
2 -7- &
N.(2) N S
377 -2z-&
valeur dea.

ou a joue le réle de paramétre, avec une transformatippour chaque
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Maintenant, partons du point de coordonnées (IYjub est le centre de gravité des trois points
racines l,a et —a. Pour chaque valeur d& la trajectoire de ce point 1/3 sous l'effet Mi§z) va
converger vers l'une des trois racines, et I'orodel ce pointa avec une couleur associée a la racine
concernée. On trouve comme résultat le dessin fifgulee 18

Figure 18: Les trois ensembles de poiatselon que la trajectoire du point 1/3 sous I'efégiété de
N4(2) converge vers 1 (zone rouge), varizone verte), ou versa-(zone bleue).

Programme :

zoom=200.;xorig=400;yorig=300;
un.A=1.; un.B=0.;
for(xe=100;xe<700;xe++) for(ye=0;ye<600;ye+#)parcours d'un carré sur I'écran */
{ x= (double)(xe-xorig)/zoom; y= (double)(yorigg}y/zoom;
a.A=x;a.B=y; /* le point écran (xe, ye) est le point calcul di=é¢ a */
z.A=1./3.;z.B=0.;/* point de départ de la trajectoire */
for(i=1;i<50;i++)
{N1=MULT(z,MULT(z,z)); N1=MULTreel(2.,N1)N2=OPP(MULT(z,2));
N3=0OPP(MULT(a,a));
N=ADD(N1,ADD(N2,N3));/* numérateur de N*/
D1=MULTreel(3.,MULT(z,z));D2=MULTreel(-2);
D=ADD(D1,D2);D=ADD(D,N3);/* dénominateur de Nt/
z=MULT(N,INV(D));
if (MODULE2(SOUSTR(z,un)) <0.01) {putpakxe,ye,red);break;}
else if (MODULE2(SOUSTR(z,a)) <0.01) {pirel(xe,ye,green);break;}
else if (MODULE2(ADD(z,a)) <0.01) {putpikxe,ye,blue);break;}
}
}

On observe la présence de sortes de boursouflurdssscirconférences des deux formes circulaires
obtenues. En grossissant la plus grafidette zone étant encadrée sufigare 18 on s’apercoit de la
présence d’'un ensemble de Mandelbrot, corresporilamte zone de points ou les trajectoires ne
convergent pas vers les racinggure 19.

Cette surface n'a pas seulement I'aspect géométdeu’ensemble de Mandelbtotelle en a aussi
les propriétés. En effet, si I'on prend un pomtsitué en son intérieur, et que l'on pratique la

18 Pour les formules permettant de faire un zoonsteedire de représenter sur un carré de I'écraqucest
un minuscule carré dans le dessin initial, se tepsur mon site anseignementsnformatique et mathématiques
/ nombres complexd®xercice 11

" Rappelons sa définition : En prenant la fonctiarsdcond degré,(z) =Z + ¢, 'ensemble de Mandelbrot est
la surface occupée par les poiatdont la trajectoire sous l'effet répétéefgda partir du point 0, ne s’en va pas a
I'infini. Pour chacun de ces points I'ensemble rempli de Julia-Fatou correspondahtcesnecté (ou connexe),
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transformationN, répétée a partir des points du plan, on observéesdessin final la présence de la
fractale de Julia-Fatou associée a cette valea; dent l'intérieur est formé des points initiauxntdda
trajectoire ne converge pas vers une des troisgadigure 20). Tous les points dont la trajectoire ne
converge pas vers les racines forment des enserdblelilia-Fatou, qui se répétent & des échelles
diverses une infinité de fois.

Nous avons pris I'exemple classique agee — 1 dand(z) = Z + c. Sa position dans I'ensemble de
Mandelbrot originel est le centre du petit ceraéiéca la cardioide. Pour ce méme ensemble, mais da
le contexte de la fonction de Newton, il s’agitmhinta qui a pour coordonnées (0,6008, 0,61083). Ce
point, obtenu par tdtonnements successifs, esti€ao jaune sur lfigure 19 L'ensemble de Julia-
Fatou pourc = — 1 a une forme bien connue, et c’est cellelgureretrouve, répétée a l'infini, dans le
contexte de la fonction itérée de Newtdn (figure 20.

Le méme phénomeéne se reproduit en prenant d’aeseraples. Comme la fractale dite du « lapin ».
On l'obtient par itération de la fonctid(e) = 2 + ¢ pourc = —0,122 +i 0,745. Ce point est & I'intérieur
de la fractale de Mandelbrot, dans son bulbe graiciet sa position correspondante dans I'ensedwle
Mandelbrot de la méthode de Newton est approxireatent le poina = 0,5895 + 0,6051 figure 21 a
gauch@. Puis en itérant la fonction de Newton pour cetiéeur dea, on trouve des zones de non-
convergence ayant une forme proche de la fractateldpin » figure 21 a droitg.

Figure 19: A gaucheensemble de Mandelbrot surgissant dans une desdadlures de I'espace du
paramétre. A droite son grossissement 15 000 fois, avec en jauneité gorrespondant & = —1 dans
I'ensemble de Mandelbrot classique.

remplissant une surface ou en forme de filameatsdis que pour les pointsa I'extérieur de I'ensemble de
Mandelbrot, 'ensemble de Julia-Fatou se réduhé poussiére de points.



22

Figure 20: A gaucheaction répétée de la transformathdn (2) a partir de chaque point du plan. Ces
points sont ensuite coloriés suivant leur convwecgevers 'une des trois racines, sauf ceux qui ne
convergent pas, et qui restent en noir, formantetisgembles de Julia-Fatou associés=a1.A droite
grossissement de I'ensemble central. On notergdidgion d'un minuscule ensemble en bas a droite du
dessin.

Figure 21: A gauchela fractale de Mandelbrot dans le contexte deotection de Newton, avec le
point a en jaune, correspondant a la fractale du « lapkdroite sous I'effet deN,, les zones de non-
convergence ont une forme proche de la fractake ldpin ».

Cette irruption de fractales de Julia-Fatou comesiant & des polynémé&) = Z + ¢ du second
degré, dans le cadre de fonctions de Newton assoéiéles polyndmes du troisieme degré n'est pas
accidentelle. Une explication théorique est dondées [DH1985] et une application concrete dans
[TAN2009].

Note sur les programmes

Les programmes sont réalisés en langagvecSDL On trouvera une initiation @SDL sur mon
site aenseignements / cours d’algorithmique / chapitr@nitiation) et chapitre 10 (graphisme SDL)
Les fonctions graphiques utilisées sont données Blank Programs / Graphical functions

Les fonctions associées aux calculs avec des ngntoraplexes se trouvent dagsseignements /
cours informatique et mathématiques / Nombres oexepl
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