A propos d’une fonctionf telle quef %(n) = 3n

On s'’intéresse a une fonctidrde N* dans N*, strictement croissante, et vérifiant
f 2(n) = 3n pour toutn entier positif (soif(f(n)) = 3n, ou encord = 31d). Nous allons
montrer qu’une telle fonction existe et est unique.

1) On doit avoirf(1) = 2etf(2) = 3.

e Silon avaitf(1) = 1, on aurait aussf(1) = 1 au lieu de 3.

. Si I'on avaitf(1) = 3 on aurait aus${f(1)) =f(3)= 3, et la suite ne serait pas
strictement croissante. De méme si I'on prddl = k aveck > 3, on auraif(k) = 3, la
suite serait décroissante, ce qui contredit I'hiygpse.

. Il reste une seule possibilité(1) = 2, et par suité2) = 3, qui ne provoque pas
de contradiction.

2) On doit avoirf(3) = 2 . ¥ etf(2 . ) = 3** (k entier> 0)

. Dés que la premiere formule est vraie, la secola$¢ dussi : a supposer que
I'on ait f(3“) = 2 . &, on en déduit que?(3*) =f(2 . 3) et aussf(3) =3 . & = 3, et
la seconde formule s’ensuit.

. Pour montrer qu&3¥) = 2 . ¥, faisons un raisonnement par récurrence :

- La formule est vraie polk= 0, comme on I'a vuf(1l) = 2.

- Supposons la formule vraie jusqu’a un certain fgngt montrons gu’elle reste
vraie au rang + 1: par hypothése de récurrendé3) = 2 . ¥ ce qui entraine que
f(2 . 3) = 3, dou f(f(2 . 3)) = f(3Y), et aussi(f(2 . 3)) = 2. F*, la formule est
vérifiée au rangs + 1.

3) Pour toutg entier compris entre 0 ef,3n doit avoirf(3 +q) =2 . ¥ + q, et
f(2.3+q)=3"+ 3.

. Entre O et $(y compris ces nombres), il y a exactenmtemtl nombres entiers.
Entre f(3) = 2 . 3 etf(2 . 3) = 3*% il y a aussk + 1 nombres entiers. Comme la
fonctionf est strictement croissante, la seule possibilité@s+q) =2 . 3 +q.

e Entre2.8et 3 ily a exactement“3+ 1 nombres entiers, et enf(@ . 3) =
3 etf(3 ) =2. 3 ily en a ™ +1. Avecf(f(3“ + q)) =f(2 . 3 + g) comme on vient
de le voir, et auss{f(3“ + q)) = 3** + 3, on aboutit 2 . 3 +qg) = I + 3. (oU F
prend & + 1 valeurs).

Finalement les contraintes précédentes se réduisent
fE+q)=2.3+q,etf(2.3+q) =3+ 3y avec 0 q< 3, etk>0.

On obtient une fonction unique, et celle-ci vérlfien les conditions de I'énoncé. On
obtient la suité(n) qui commence ainsi :
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Entre 3 et 2 . &, la suite avance de 1 en 1, et entre RetFE*!, elle va de 3 en 3.
Graphiguement, si I'on joint les points successiftenus, on trouve une ligne brisée
avec des pentes de 1 et de 3 au-dessus de ladk@Ente 2.

En jouant sur lautosimilarité, on peut aussi fgbedr la suitef(n) de facon
linguistique en enlevant a la succession des narais 2, 4, 6, 8, ... (droite de pente
2), les formes triangulaires @112321012345678987654341...

n 1 (2 |3 |4 |5 |6 7] 8] 9] 10 11
2 |4 |6 |8 ] 10 12] 14 16 18 20 22
O |1 |01 23] 2| 1] 0 1| 2

fm|2 |3 |6 |7 8] 9] 120 15 18 19 20

Le calcul ddf(n) se simplifie si I'on travaille en base 3, aves tegles suivantes :
* sincommence par 1 en basd(®) s'obtient en remplacant ce 1 par 2.

e sincommence par 2(n) s’obtient en remplacant ce 2 par 1 et en ajouiar a
la fin.

Par exemplé(10201) = 20201 ou encorf§2212) = 12120.



